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Toluol + H2 → Benzol + CH4

2Benzol � Difenil + H2

� �����0 �����	
��� ���*�C &�(�"�� "
	�
	����� <
��	0!� �� � -1 ��� ��4
�(
���C +,/ 8 �� 2// 8 7	�� &�(��������� ����� &�!�"��� 7	�"��� � �����0 �A�
����AC (�"����� &�(��������� &�!������0!
� 7����	� �� � ���������� �4
�	��0!
� (�"��!
���	
�
&�	 1>� ��
��A &�!��"���7�7���"�� ��� �	*��"C � ������
'�
�� ��	��0!
� (�"���	����� � �������0� �
��	0 "
	���"��� "������ +,/ 8 ��

��� &@���� 

� ��"���	 '���0 �!���� �	����� � (�"�!��� 7�*�(���� 7	7�� � ζ �����	�0

ζ =
� ��������� 
����'�0 ���'�� (���	
(

� �������� �
��
�� ���'�� (���	
(

�� �	 S �	��������
�

S =
���	�� (���	
( � ������ �(������

� ��������� 
����'�0 ���'�� (���	
(

7	7�� ζ < 0.97 �������� � 7����	� 7	����� 7��	��*""�� 
������&��0 (�">

S = 1− 0.0036

(1− ζ)1.544
5� �6

;�
����� �	������� �2) �J�� ���	���C �(�&�	 ���!���	���� 
�� ���"��!� (��4
�����"@ ���	�� ���'�� ��"7�� ��(
��� �� &�(���������C ����(��� -? ��� ���(
�AC
�	���&���AC 1 K (��
� �	�����	��� ������(�	0 &�!��"�� "
	 

L����
��� � 7����	� !7����� &������&�� �
	��&��0 �7�>

� �	���	�� ��"� �����(���� *	�(
, ���	���� ����"(����"
- .����� �� ����	����"��
�
) �	���
���	�0 ���!�	�� 
����
���

� ;
	����	������ ���!�	��
 �����!�����	������ ���!�	��

1 ����"������	������ &
�0	��
+ �"��� ��"�!���!�	���C �	��
���	
�
2 ��&����	��C ��	����C ��� 

� (@������ �����	�� ��"�<
�0� �	 ���� + ������ ������ 



#$#$ %�����&�����  ��'�(���������� +

������ ��������� ��	
 ���
����� ���

� �����(���� *	�(� � &�� (��!�� ���<
� ,) 0�
� ����	�*�C ��"��� ������ (�"
�4
�
� ���*� (@7!�� �	� � �����(���� *	�(�� ���� ���������
�� �!��	�C ����(���
�������� ��
��
�� 5*	�(&��
6 �	���<
 (�" L����
��� � ��� ?)// *	�(0�
���
��&�� �	
(����C ��"��� � (��������!����� �!��� ���(����� (�������" � ,/ 2 "J&C
��� � ,+1 (��J& ���(��� ���	�� 
��(�� <�����C �(�&�	 (�"������ (�������"@ ���4
�����"�� �� ��"�!����"�� �����(������ �
��
���C � (�������(���� �����(������
����	���� ��� 

�		�� �	�(��� � �	���	�� *	�( �"��	���� �"�4�"� ��"�� �!�"�� !��"�	 ��� �	
*	�( �"��	�� ��"� �"��� ���	��� ���� (�"�������� �����!�'��� ��
����<
C *����C
���	���<
C �7��� �� A<����!��<
 

� �����(���� *	�( ��������
�
&�	 
����!0 5�����(����6 �	��
���	
��� ��� �	*4
��" � �	��
���	0���!�	�� �������� �� ��������
�� �(��� 7����""�� <
� � &��	4
�	������0 5(�"�	��������6 (@7!�� ��	�����
�
&�	 � �	���	��� ����"���C �	����4
��C ��� (�"��	&��0���� ��� (@7!��*C (��� � �	���	�� *	�(���C �&�� (0! ���
� �����!�	��� ��&����������C �� ��������� �� �!�" ���!��"�	
�� 7	7�� ����� ��4
�������
�� ����"	����� � �����(���� *	�( �	 
����!0 �	��
���	
� 7����	�����
����(����� � ���(�(�����" �	@ �����(
����� ����
�
��C !� !�
"
��C (��� �
�	���	�� *	�( 

�	��� �����(���� *	�(�� ���������� ��� ����*�C &� � ���(� ���� 7��	�����
���" ��"� %�"��(
���� ��"������ ���(�� �������� 1/ �J�� ���(���� �7�7�� ��&���4
��" ����(����C �� 1 �J�� ���(���� ����� ��&�����" �	���	�� *	�(�� �����	*� M<��4
��� �	����� �"��	�� �� (�������"� �� ��"� ������ ���������C �� �	 �� ������!'�C
&�"� � ���(� (�"������ (�����"��� ��������
�
&�	 (��!������� �	��
���	��
���C �	��� ��!�(�� ����� (�������"�� �� �����(���� *	�(��� "�
����� 

�
����	� ����� ����� (@������C (���� ����� �	���	��� 5�� �!�	�����0
��"� ���������� ��(���"�
F�6C �� �	� ����(�	
���� ��"� ���(����� ���� ��4
������ �� �	���	�� *	�(�� ��� �����	�� 

� ���	�� → ���'�� (�������!
��� �	 �	 ���� ��( ���!'� ���C �� � ���(�����
(�������" ����<
� �����(���� *	�(�� �����	*� 

������ �������� ��
�	����	

���
� �7�7���"�� �@�� �7� ���� (�"�(������C &�"� � �����(����� "�
����� 5����4
�
����6 ����"� �������������� �	
�(�	0 ��������� (�" ��� &���!��� � ���&��	�
��
����"� ������ �	����� �"����	� � ���&���0"��� 7������� � � ����� � �	!���
�������� ����<
� ���� �� 5N6C (
����	� ��
����( �"������(@ � ���&���0"��� ���4
��	�� � ���� �	���	
���C &�"� (����� ����"��� &��	�
�'� �7�C (����� 
��(���
����
�'� �C �� �	� (����� ����@� 

� ���	����� �����	�� ����� ��( �'!<'C &�"� (����� �����	�0��� �� �	������4
��
���� ��" (@7!�� � �����(�� H�( �'!<'C &�"� (����� ����"���	����"��� ���
�0�����C (����� ��"�!����"��� ��� ������" ���&��	�
��� � �	���
���	�0 ���!�	����� 
� (�������(�� �"� ���	�� ������" ��������&��<* ��"� �"������� ����"��7����"4
(�"������
�� ��&��*� ��C !� �	 �� �����!'�&��C &�"� � (�������(� ��&����	���



#$#$ %�����&�����  ��'�(���������� 2

��"� (�"��((������� ���
��� 7����"��� <
� 
����*���� �	 ��
��� �!����� ����*�� ���	���	�� �	 ��������&�	>

���	��> ?B /) OJ(��
���'��> + ) OJ(��
%�!��"�� �
�> � �) OJ(��
�@������"��> - 2B OJ�P
�@������>

H2> / �-/ �PJ(��
CH4> / )/) �PJ(��
���	��> � )B �PJ(��
���'��> � 22 �PJ(��
G������> , ?- �PJ(��

�	�� � �	����� ��( �'!<' '"��� � (�<!�� �����	��� �����	�0�C !� ���<�� �����	4
�0��� ��( �	���! �	
(����C &� ��(��<* � ��"���	 '���0 
���� ���!���	��*���
����
���� �����	�09�	��������
� 7��	��*""��� �	� �� �� ��� !7����*�C &�"� �	 ��
��( ���"
�� ��������"��� (�������(��� �����<*C ��"� ����	����"��<' 9 ��"�
��"��
���� �	 �"��� ����������
�� *�7�9*�7� ��� ��������*�C *�7���� &�(��
�������� ��'� � �
�&��0 �������"�� 

���	���� �������� ��� �!�'� ���� ��C &�"� � �(������4�	���
���	�0 ��"� 4����	�4
����� ���!�	�� (����� ����"���	����""�� (@7!&�� L����
��� � �	����� �7���&��<*
� �7������ �	���
���	�
�� 5�(� ��"��� !'��� 7	������6C !� ����� �����C (������
��������� ��� �	���*� �	� � (�&��)���� �� � �� ������ ������C �(��� ���
����(�	'�C &� �"��� �(������� ����	�������� ��"� �������� �� ���
�����
��
��	������� ��"��� !�
"� I������ �	 ���
�������!0 �(��������� ������C ���	4
�	����"����!0 �(��������� �� ���
�����'� �����!��
	��A 
��( ������ (�"�4
�����
��0�C "
	�
	��A 
��( ������ ���'���
��0� ���	��*� 

H��� Hbe

T��� Tbe

Hvissza

Tvissza

Hlefuv

H C y

B

D
.����� �� �	���
���	�0 ���!�	��

� � 
��� ��(����9�(���� ���'�A�� ����(����" ��	�����&�	



#$#$ %�����&�����  ��'�(���������� ?

����*���� �	 �� ��( ���"
�� &�!��"���C (��� ������ ���������"�� ����	� �	4
������� ���"����C !� � &�!��"�� �� � (��
� �	���
���	�
�� ��"��� !�
"� ����� 
%� � ����� �"�*�� ��	��<* ����	�C ��� � �����(���� ����*�� (��
� ����� ��(
�
��	� ��C �� ��( ���"
�C ��"��� � �����(����� ���!A�'�C ��"*� (�"��!
���		� �
�����(�� ��"&�	������� �	��� � ���!�	����� �	 �� ��( ���"
�� "
	� �"� ���	��
�� ��� ��	���� 5�	 � ���'���
�6C (�"��!�" � "
	 7��	���������� �*""��� ����� ��4
����C �(����� (��
� � &�!��"��4�
���� � �����(���� ����*�C ��'�� �(����� �
�����0��� �����	� ���� (�"&��
��	
�
&�	 �7� ��� ������	�*� ����(�����
"
	���(� 7��	�������C �� ���� (�"������ 
����!0�'�� 
�������� ��� �	
(���'�
5��� ����6 
�	 
��(� ��	
(��
�
&�	 � ���'�� ��"�
�
�� ��"�
<
� � ��� ���� ('���<� 

S
1
2 (1− S)T��� Tbe

ζ

Tvissza

Tkonv

1− ζ

B

D

� , 
��� ���'�� �����	�0<�C � �	��������
� �� � ���(��

%� B (��J& 5���	��6 ���	��� ���(��*�C ��� S �	��������
� (������ �	 ��4
���"
�� ���'�� 
��(� Tkonv = B/SC � �������� ��*�� ���'�� 
��( ��!�" Tbe =

Tkonv/ζ = B/(Sζ) � ��	�!� !������ (�������"� D =
1− S

2
Tkonv =

1− S

2S
B 

� ����	����"����� 5�� ��( ���"
��6 ���'�� 
��(� Tvissza = Tbe(1 − ζ) =
1− ζ

Sζ
BC �

�	*��"�� ���'�� �
� ��!�" T��� = Tbe − Tvissza 
� &�!��"����� � ������� *�(�+���+ 7��	7�7� �7�7���"�� ��� �	*��"C ��&
� � H2

�(������
��( � ������ ��(������ H2,be = 5Tbe = 5B/(Sζ) � �����	�0 �� �
�	��������
� 7	7�� �������� � 5� �6 7��	��*""��C ��"��� � �����	�0 �*""��������
�	
(��&��'� � ���!�	�� �"� ���
��� �	���!�
"� ��� � ���'������ 
��( (����4
���"�C ��"� � ����	���	����� 
��( (�������"�C ��"� � ���'������ 
��( 7��	������� 
����� �	 '�0��� �"������ (���7����� ���<�	&���C �� �	 / �� � 7	7��� ����C ����	��@��
�	� �
���	�<' #�"��� � �	���
���	�0 ���	���!�	�� �(������ � H29CH4 "
	���"�4
��� � H2 (���7��<� yC � (�"������ CH4 (���7�� 1− y 

���� ����<
�C &�"� � ���'������ "
	��� � (��
� �(������ (��
��(� 
�4
���!0�'�� 
��������� (�"�"��	� � &�!��"�� �
���� ���	� ��'�	 � �����0���
�����	� (��
� �(������ (��
��((��C (�"&��
��	&��0 �	 7��	�� 
��(C �� �����
��	
(��&��0 � �����(�� ���	���� ����"(����"�&�	 �����	0 �
�&��0 �������" !'���
����� ���
�<�C �(�� � ��� 	������	 ��"��� 7��	� (����0 OJ��4��� ���<�	�� 5�



#$#$ %�����&�����  ��'�(���������� B

� � �
��
	�� � &��	�� !'��� ����� ���
�<� ���	���� ����"(����"���

y = / � / 2 / B
�����	�0

/ � - 2 - ) , -
/ , - ) - � , /
/ - , B , 2 � +
/ ) , 1 , , � /
/ 1 � ? � 1 / ,
/ + / + / ) 4� /
/ 2 4� + 4� ? 4- )

�	��������
� � 5� �6 7��	��*""�� �	����� � �����	�0 �*""����� 6 � &��	�� �����
<0��� �����C &��	�� ��( � ���'&
	
�� 7����"���C ��( �	 �"������ ����*�&�������
���	����"��� ��( ����* F"����(�� 

H�"� �����	�0 (������ � �����(�� ��	����� ���	����"�� � �
��
	�� �	����� �'���
5N6 �����	�0 (������ (@7!&�� � �����(�� � ��"�����7������C !� �	 ��	����� �����
�����(�	�� ��� �����	�0 (������ � ����� F"����(�� ����!� ���'&
	
�� 7����"�
�� *	�(�������� 7����"� ��	�� (�<! "��!�� � ���'������ 
��(�� �
�&��0��
����	��@ �� &�!��"���������( 5�� &�!��"�����	����"6 (������ �������C ���	��� �	
'"������ � ���'&
	
�� �� *	�(�������� 7����"� �7���!������ <
� �"������ ��(
�'!<'C &�"� � �
�&��0 7����"� (������ �� �������"�� ���	4� � ���&���0"�� �
�
��
	�� �	� ��( 	
�<� �C �"� ��!�(�� ���
�� ����� � ������ �� � ����	����"��
�
�"�*������� ��	�"
���
&�	 

� ����� �	
(��
�� ��� �	 
����
��� ��(����4�(���� ���'�'�� �"������ �
�4
��	��
�� ����������� <������ �	
(�� ����������
� ������ (�" (�"��	�"
��� 

Q"� ���!
'� � �
���� ��<7�� �	�����	�!����� � �����(�� ���<�� ��"� ��"��C
�	���	��&��0 �����(�� �������� 7	����� ���(���� �� �� ��&�� �
�������� � ��4
(�������"@ �	�����	��� ������" ��!�(�� 
���"�!�� � ��������C (��� '�
�� A"���
�	*��" ���	 �(������4�	���
���	�
���C ��"� ������" � �	�����	���� �	���� ��"�
&�		
 &�����0 (�������(� A"��� �����	� � �����(����� �	 ����� &�� ��&
��
�"��� (�"������
� ����� �7�� ����"�� ��"�!*� 
� � ��	*�����C ���
� ��"����
�����"��A�� ��� �����*C �(� �7�����7����""�� <
� � �	�����	�� ��&�� �����	
4
���(���"C ����� �	 ������� ���0�	��@��" � ������ ����� ��� ���
��������C &����
��( ����0�� � �����	
��� �����<� �	 �� ������!'�&��C &�"� � �	�����	� �(������
��"� � ���������"���C ��"� ����(���� ���(��� �	������ ���"��� ���	C ��"�
�"��� � (���� ��&�	�� �	���
���	�&��0 ���"��� ���	C ��� � �����(�� �"� (
��
����<
� ��� ���
���	���� 

������!'�&��C �"��� �� ��( ���"
�� ���������"��� 5���"������6 ����0�� ����"�!��C
(��� ����	����"���� ���!
'� ����� ����" ��&�� � ����"� 5�3�!
��0� �����0���6C
��"� ����0�� �"� ��	����� �	����� ����" (�"��((������� �	 �"��� 
��� (�������4
(���� �"�*��C (��� �	��0� ���0 ��������C ��"� ������" �	 ���"�������� �����



#$#$ %�����&�����  ��'�(���������� �/

����"�� ���������C (��� � ������ ����"C &� � �������� 7����"�� �����<' 
� ��	�"
�� �
���	����� � !�������C (��� 
��� (�������(��� ���"��<*C �� �@��������

&��	�����<' �	����� � !������ �����	������ �����0��� ��	�!�C ��&
� ������"
��!�(�� ������� �� ����	���	���� � !������ ��( &��(�	0!� ��� �	 ����� �����(��4
���C (��� &� �A� �� ��� ������C ��� � �����0 ����	����� <
��	0!� �� L����!0�'��

���������� � �����	������ �����0 �"����A��� �������
��0<
�� (�"������ !������
����" � �����(�����C � �����	�0 ��!�" �  ��'�(�� ������� +���� �����( �// K4
�� ���	 5�	��� =�����(=C (��� � �	���
���	�0 ���!�	����� �� ����� ���	����"� 6

��"*�C � (��
� �� � &�!��"�� �� �	���
��	�&��0C ��&
� ��	�"
��� ������ ����
"�	!��
"���
"
� � ���'���
���� �	�(��� 

������ ������� �� ���������	����

� ����	����"����!0 �(���������� *�7� !7����� ��� &�	�� ���!
���� �����
!7���� � !������ �����> �	 �"��&�<�� &��	�����<' ��"� �����	������ �����0��� ���	4
�	����"��
���� �"����A���� &�		' %� �	 � !7���� (�"�	*������C ��"� &� �"� �����
!7����� ����������
� ��	�"
�'�C ��� � ����	����"��
�� 
��(� �	
(
� �	 ����(�4
	��� �	���
���	�0 (@������ ����<
� &��
��	&��<' (�" %� �� ����	����"����!0
�(������ � �7��� �(��������� �"�*�� �� ���
���	�&��0C ����*�C &�"� ����<*��
�"�(
��0� �� �� ������ �
���	����C ��� ��� �"�*�� ��	��<* ����	� I���� ����
���!
'� !��	����
��0 ����(�	
���� �� ����� �(������C (���� �	�(�	�!��� �	
��������
"� ������ %� 7	�<* ����!7�� �"� ���(� �(������C ��� �""���
�7�� ����	���	����� 
��((�� ��� �	
(���� 

H��� Hbe

T��� Tbe

Hvissza

Tvissza

Hlefuv

H C y

B

D
.����� �� �	���
���	�0 ���!�	��

��(�����	��

� - 
��� .����� �� ����	����"��
�

� ����	���	����� 
��(� �7���� � ������ (������ �� ������
���<
 5<����<

��"� ����<
6 � �����	�0� �� � �	��������
�� � ����	���	����� 
��(� &�������(�
������
���<� �	 �3����( ��"� ��!����( ������ (@7!���� � ����	���	���� �7����4



#$#$ %�����&�����  ��'�(���������� ��

&�� � ������ ��� ��"� 7	����� ������ �� ��(���3 �����0(��&���	('�� ������
�7��C *�7��7	� ���������� ������'���� ������0!&��C 7	�* &�7	���C ���"�����
�� �(������� �	���
���	�
�� �� (�"���0�'�&�� � ����	����"����� 
��(� (���4
���"� �� 7��	�������C ������� � �����	�0 (����� ������
���<� � ������ 7����"��� 
���!
'�C (���� ����� � �����	�0C ���
� �7�� ����"�� ��� 
�&�<���� � ��������
�	���� (�������"@ ���(� �������&�	 �7	�� �'��� �����	�0 (������ 5�(� � ���
	������	 �
��	0��" ��"�!��	��� �����6 7	�� ��"����� ��"� ������ ������ 

� �����!�
��(� ����	����"��
�
&�	 
����
��� �	������A�� &��	�
�'�C (����
7����"� �	�� � �	����� ��( �	
(������ ��"����(�� ��� �	����� ����� � "
	���4
�	���	���� 7����"���C (��� �	 �"������ 9 ���(���"��� 9 ������ 9 &@�� 9 �	���
���	�0
���!�	�� ������ ��	������� ��7�� � ���(
�C �� � "
	� � �����(�� ���<��� ��� �	
���!��� ���(
� ����	�
����
�
��� ��&�� ��<'������C �(�&�	 ���	��� ��"� ���'&
	
�� ��
*	�(�������� 7����"@ �(�����	���� ��� �	*��" 5��� ����6 � �(�����	�0 7	��
�!�
��� "
	 �������� 7����� �	
(��&��0C ��
��� "
	� �������� 
�������"��������
��� &��	�
��� 

� !'��
� (�"�����	��� ������� �� �(�����	��� 7����"� �� ������� (0!4
�	������ ����*�&��� � ���'&
	
�� 7����"��� ����(����� ������7����� ����
�
(0!�	����� � ���� �������C �&&�	 �	 ���� ����"4 �� ����"��7����"��� &�		
�!�� �
�
�&��0 ���� &��	�� A<��� !'���C !� �	 ���	���� F��(��� ����� ���
�<
&�	 <'�'�C
�(�� � ��� 	������	 ��"��� 7��	� 

� , �
��
	�� � &��	�� !'��� ����� ���
�<� ����	����"��
� ����<
�

y = / , / ) / + / ?
�����	�0

/ � / B2 / B1 / -/ 4� 2/
/ , � B/ � 21 � 11 / 1/
/ - � B/ � 21 � 2- � //
/ ) � +1 � 1/ � )B / B2
/ 1 � �/ � // / ?1 / 1/
/ + / /1 4/ /, 4/ ,? 4/ )2
/ 2 4� B/ 4� B� 4, ,1 4, ,B

� ����� ���
� �!��� ���'���
�� 7��	������ (������ (��� (
� ��"��
�� (�����"���"
&�����C � �����	�0 �*""�������� (�3�('(�� "7���� ('��� � (�3�('( &���� y
�7���!������ (�"����� �����	�0����� ���� ���0!� �� �	 � �
��
	�� (�" ��(
���	� F"����(�� � �	���
���	0 ���!�	�� �� �	 ����"��7	�� ���!�	�� 7����"��� 

������ ������������ ��������

�	���
���	���� ��� �	��� � �(��������� ���C (������ (
�&��
 ��	��*� %�
�� �� (�������(� �(������� �� �"������ �	
�'�C ��� �	��� �"�(
��0�
��( ��� �	���
���	����C &���� � �7��� �(������ ��������&�	 ����� ���� �	*��" 



#$#$ %�����&�����  ��'�(���������� �,

D"����"�C � ����	���	����� �(��������� ��( ��� �	���
���	���� 

�
�

���(��

�����!�

�
��

#��'���
�;
	 ����	���	����

�����!� ����	���	����

���!�	��

���!�	��

���!�	��

����	������

����	������

.�����4

�����!�4

�
��4 � "
	4

"
	

� ) 
��� �	���
���	�0 ���!�	�� 
����
���

%� � ��	�"
����0� 5�	 �"��	��@�� �
�"��
� �!�����6 �	
�<' � �	��
�! ����"���C
��� � �(������4�	���
���	�0 ���!�	�� 
����
��� ����� ���A ��&��C �(�� � ���
���� ('��� �	*��" ������ 5(��� � ���'�� !������	��� ���!
��� ��6 � ����0 "
4
	��� ����	7� ��&@�<* 5=R'���&=6C ��� � "
	� �"� ���	� �����!���� ������0!� 
�	'�
� ����	��@ � "
	4 �� �����!��
	��� *�7��
���	���� �"� �"��	��@ �"����A���
��	*����� 5=S��&=6 � ����� "
	� �� �����!��� *�7� ��!�(�� ���!��"�	�� 
�	
(�� �(������4�	���
���	�0 (@����� ��(���C ���!
'�> 
�����
������
�C ���	���4
��0C �!�	�����0C ���
��
�C �������'"
�
� 5(��� *�������6C !����
�
�C !������C !��	���4
�
��0C !����	��C ����������	��C ��������	��C �3�����0C �3������ !��	����
�
�C F�(���
�4
�
�C S��
�
� 5A�	���
�6C ���!����� �	(0	��C &��S��
�
�C &���������
�
�C &�����	@���C
��������C ��	����
�C ���"���	�
�C ��0	
�C ����
�
�C � ��(���"�
F� ��"��	
(A �
�4
��	���C (
"����� �	���
���	�
�C (�(��
��	@���C (���'�
��� !��	����
��0C �	(���	��C
������
�
�C �����
�
�C ��������
�
�C ������	�
��� �	
���
�C ��	���
�
�C �	
���
�C �	��4
��<�
	
�C �	@���C �	'���(
��0C ���(�!�TA	�0C 	0�������	�
� 

�����!�� �� "
	� �	���
���	�
�
&�	 ����� (�������� 
����
��� ��������
���	����<* � �
	���"����A��� (�"��	�
��� ����'�0 �	���
���	�0 ��<
�
����C �
� A<��4
��� � (�(��
�(@������ �� �"��� ��
�� �����<�!�� 

� "
	�(������� �������� ��"�"��	��@���� �	 �!��� ���(
��� �������
�0
���������0���
���� �7����&��C ������" �	������ ���	�����0��� ���!�� ������� �����!�4
���(��� �� ��'�C �(�� ���
�� ��� !��"�	�� �	��� � �	���
���	�0 ���!�	�� ���4



#$#$ %�����&�����  ��'�(���������� �-

H2C CH4

H2C CH4

���'��

G������

���	��

.�����

#��'���
�

����&

��(�����	��

+Q

+Q

+Q

+Q

−Q

�
��
'�
�
��
	�
��

�
��
	�
�
��
	�
��

��
��
���
	

��
�

� 1 
��� %�!��!������	� ���!�	��C � �
���	��

��	���� ����	��@ � "
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�����(��� ���� �,���-���*�+ � ��$ ���� �	������ ��&�� � ���"������ ���(���"��<*C
� ������ '�
� "���� &������
�� ����(�	'� � S��& �"���"��� � �(�������
�	���
�
�� (���	� ��( ���" ����C !� � �
�
�� ��*�� ���	��� �� ���'��� ��( ��4
��<* ����	�C "
	����	������ ���!�	��� ��( ����(�	'�C &���( ���'���'� �
�	�
��� A� ���*������. ��	������ � �����!��
	����� ��!��� "
	�(����������
�	���!'�'� (�" �	� 7���� ��"7������ �(��������� � ���	��C (��� �����(�
�������� � &��(�!� ��	��� ��<���� ����	�����<* �	 �� ��( ���"
�� ���'���C ��
�������(���� ��<' � (�������(� !������� 
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���� ��������� 	������	

� ������ 7����"������ (0!�	����� ��(��U ����� (��� ����(�	&��0U

, I�(������� � &������&�'� �����(�������	�� !7����� �	���<���N P����(�		� �	���N

- ������ 7��	��*""�� ��� � ��������� ��<
��	0!0 �����(�� �����	�0��� ��
�	��������
�� �� � ���<�� �����(�� �����	�0��� 5�� ����(����6 7	7��U

) ����� ����(�	'� ���'���
�� ��J��"� (�"������
��U

1 I�(������� � �	��
���	�0 ���!�	�� 
����
��� ���<
�N ������ ������!��� ���4
��	�� ���	���U ������ �	���
���	�0 ��<
�
���� ��(��U
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���� ��������� �������	

�	 ����"������	������ ���!�	��� �����(���	����	��4����!���� 7	*� � &�������� &
4
�0	��� �<��7���� ��"��(�	&��0 (�" � ��"�"��	��@���� ���� �� �"��	��@������
�
���	��� �	 �	 ����C (��� �	
�0��" �
	���
���	
� ���*�� &�������� �����*� �
����!���� � 7����	� �!����� ��<' ���>

� � ���(���"����!� 5�	�	 =&�!�"=6 
��(� �	
(�> N

, � ��&@���!� 5�	�	 =(���"=6 
��(� �	
(�> M

- � &�!�" 
��(� �!����> 5i = 1, 2, . . .N6

5�6 � ���!'�
�� &�(�������> t◦i
5�6 � ���&�(�������> t∗i
5�6 %�������
�4
��(> ci

) � (���" 
��(� �!����> 5j = 1, 2, . . .M6

5�6 � ���!'�
�� &�(�������> T ◦
j

5�6 � ���&�(�������> T ∗
j

5�6 %�������
�4
��(> Ci

� ����)�&����1���(C��"� �7��!�� ����)�&���� �	 
��( V(�������"J�!�W �� �
��<&� V����"��J5(�������"×&���6W �	��	���C ��"��� !�(��	�0<� V����"��J5&�4
��×�!�6W �	� �	 �!��� (�"&��
��		
 � ��
�� &����"���( ��"��
"
�
�� 
��(������ ����	�
�
�C ����(��� � �����
� &�
��!
� ��&�����"�� �	 �"���

��(� 7	7�� �	 �!��� &�(���������� �	 �"��� 
��(� ��
�� �@���� ��"�
&@���� �"���� �"�4�"� �	��	
���� �	
(��&��0> (t∗i − t◦i )× ciC ��� (T ◦

j −T ∗
j )×Cj  

�2
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2 � &�
��!0 �"���"� 5�@��C &@��C &��������6 ���'�� �� � ���'� &��
�� � &�
�4
����
�
��� 5��������"�
"C &���	����� �����	�C (0!����0 �����	� � ��( ���	��
�����
��(A �����!�	�� F"����(�� �������� �� � <
����	
( �� � ��������(�	�
�	
(
�0� �*""���6C ����(��� � �
�&��0 ���(
����� �*""��� �	���� 

? � &�
��!0 �"���"� 7����"� � �����"�� &�
�����
�
�� ���*��� �*""�������� 

B � ��"�!7	�"� ��<��"�� 7����"� 5�� ��Jm3 &@����	6 

�/ � "�	!��
"� 7����	�� �!����C �� �	 ���� ������7����� ����
� (����� ��"�
� ��
�� (�"���*���� �!� 

�	 ����(
��� &�������� &
�0	�� �<��7���� (�" �"� �� ��"��� ������'�� ����!��C
�	��� ��"�7���	7� �	 ��
��� 7	����� ���������	����� ��*�>

� � &�������
�� �������� ��"� �	���	����� �������� 

, �	 ����(�	��� &�
��!0 �"���"��� �����
��(A &����������� �	
(��<'C �� �	
�����
��(�0� ���0 ���������� �	 
���"�� &�(�������4*�7����" (0!����
�
���
����	* F"����(�� � &����<����(��� �	
(��
�
�� �	 ��
��� 
����
��� 7��	�4
�*""��� &��	�
�<'>

Q = kA∆T���

∆t��� = fmod
∆T1 −∆T2

ln
∆T1
∆T2

�&�� � (0!����0 �����	� '�
� 
��0 ���<�	�� � <0� ��(��� ��"����(�'� 
���"4
&���*�7����" ∆T1 �� ∆T2 � &�������� �"�4�"� ��"�� (��� &���*�7����"C
�	�	 � ������ (���" 
��( �� � ����� &�!�" 
��( &���*�7����"� �� � �����
(���" 
��( �� � ������ &�!�" 
��( &���*�7����"� 

- � k &�
�����
�
�� �����	� ���	����� &�!��'���� �� �����	����4�	
(��
��� &������
��"�

5�6 
���"�� 7	����� ������� k ������ &��	�
�'�C ��"�

5�6 *�7� 7	����� ������� k ������� &��	�
�'� �"��� ���'�4������
��4
&�	 5�� *�7� ���� � &@����C *�7� � "�	�@�����C *�7� � 7	����
�@�@��"@ �	����� ����"� �"�(
� 7	�� &������<���C ��� 6C ��"�
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5�6 � &�
�����
�
�� �����	�� �	 ��
��� �"��	��@������ �������� �	
(��<'>

1

k
=

1

α1
+

1

α2

�&�� �	 �"��� 
��(�&�	 ���!��� 7	����� ������� α &�
��!
�� �����	�
�������� F"����(�� ����* � ��� �� � ����0!
�� �����
��
�
� �� 

) �	 �"��� &�
��!0 �"���"� ���'&
	
�� 7����"�� � 7����	� �������� ���4
�*�<*>

K = c+ aAb

�&�� A � &�
�����
�0 ���*���C aC b �� c �������� L����
��� c = 0C � b
����� ��!�" �4��� ����� �	
( #�"�7���	7� �"�4�"� (���"
��(4&�!�"
��(
&�������� )�+���� �"������ ����� &�
��!0 �"���"�� �����	*�C �� ���� 7��4
��"�� ���	4�	* F"����(��C !� ��<
�&��'� A"� ��C &�"� �	 �"��� ������
����
�	���
�� &�������� �"���"��� ���0���<' (�" � ��
�� &�������C �� �"� �"�4
�"� ������
�&�	 �7�� �	���
�� &�������� �����	&�� �	 '�0��� ������� � b
����� ����� � 

�����	����� �	����� � &�������� &
�0	�� "�	!��
"���
"
�� !7��� &��
���� ���
� ������
�� ���! � ������
�� ���!�� ������� � 7����	� �
���	����� ��� F4
"����(�� ����*�>

*���
+	�
��� �	� � ��"�"��	��@�� ����������
C �(��� �	 ��� ��, �
 ��, ����
���'�	��
�> �	 � �� � 
��(��� ��"� � � �� �C ��"� � � �� � 
��(��� ������<' 

����

����

���� ����

� J � J � J ! J

, � 
��� �
�����
�� �� ������
�� ������!�

-
�	���
� 
�������� #�&�����" ��� ���� ��C &�"� �"�4�"� 
��(�� �7�� ��"�
������� (
� ���'�A 
��((�� ������<'� ��� � *�7��7	� ������
�� ������!�
*�7��7	� &
�0	����� <��7��� � I���� ����������
�� ('��� � ��� .�, �
 ��,
���� � � 
��( �	 � �� � 
��(��� *�7��7	� ������!���� ���
��	� 
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�
������
�� ����!�� 7	�� I���� ������ ('��� � ��� ����C �� *�7��7	� ������
��
������!!�� 

��

�� ��

��

� J � J

, , 
��� �
�����
�� �� ������
�� ������!�

������	�	�
��� �"�4�"� 
��(�� ��
"�	����� �7�� ����� ������
�AC !� '"��������
����"� �'��<!���
"AC ���!'�
�� &���A �� '"�������� ������ ���&�(�������@ 
��(��
���"� ��� ��'� �	 �"��� 
"� *�7��7	� 
��(��� ������&��0 ��
"�	0 ���!4
�	��� ('��� � ��� ���� �	 
"� ���
�� 
"�	���&��0 �� ����	�� �	����� �"�����&���
�� �	 ������ F"����(�� ����!� ������
�� ���!� �	
(
�0� ���� ��&��'�C &�

�

�

�

, - 
��� %
�0	�� ��
"�	0 
��((��

���(��<* �	 �!��� N �� M 
��(� �� �"�4�"� �@��4 �� &@��7	�" 7	7���C 	0��1

�0�0
 .
�	���
	 �
 �������
	 �� 	��	�����" ������
�� ���!� �	
(
� �	
���	�����" �"��	��@ �(���������� ����!��C &� �������	*C &�"� � &�
��!0 �"���"�
(���(
��� �	
(�>

MIN = (N + 1) + (M + 1)− 1
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�	 <0 7	����� �
	�(���('(C �(�� '"������ �(���������� (0!�� ��&�� �"�	���� 
� *�7��7	� ��&����"�� ������
�� �	
(� ���	���>

MAX = (N + 1)(M + 1)− 1

(���� � ��"�!7	�"� 7	7�� ��( �����	*� &������� � ��&����"�� �(���
��0
�	
(�> (

MAX

MIN

)
=

MAX !

MIN !(MAX −MIN)!

�	 � ���<�	�� (
� (������� �	
(A (@������ 
��( ������ �� �"�� ��"� ������ �! 
� �7���	7�7� ������
���� � ������
�� ���!� �	
(� ���	����
�� �� ����� ��!�"
� ��&����"�� ��
"�	���
�� �� �"�������� �	
(� "����������" ��"�����C � ���������
��)&������ ��+��� ���(� ������*�+ &����������� ���( �	� 7	*� ��� ����(�����
(0!�	����� ��
���	���� �	 ����(
��� ��"� 7	�� ����(
��� ������
�� ���!��� 
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���!

�����	����� �	����� � (���(
��� ����"��7����"@C ������� (�3�(
��� ����"������	���4
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��(� 7��	����� ������ �� 

������ ""#���	�� �� $��%!

�"�4�"� (���" �� &�!�" 
��( ��"� 
��(4�	���	 7	�� &�������C �	�	 � (�"������

��(� ��"� 
��(4�	���	� �"�*���� &����
���	
�
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��
	�� � ��� ��, ���� �� ������ � ����!��� E4
�	���	� &���	� �� �	����C � �� ������� �"�(
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� ��� ��, ���� � �� (���" �� �� &�!�" 7��	����� 
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�	���	� ����� (�" �	 ����"��9����	��������� � =��!�����= �� �	���	 � &�!�"

��(� (���!� �@���� �"������ ����� (�" �	 '"������ �
� ���*�� �� �	���	
���	��� � (���" 
��(� (���!� &@���� �"������ ����� (�" �	 ����� !��"��(�� 5�
������ �������� ��"� ����*�6 �� ,�������� ��+���� �����(!�+��C ���!��� ��"��
����� 5�()����� 5���� 5�� 6 1�����(+�� ����		* 

%� � �� 7��	����� ������� 7	����� ���<' �"�(
�&�	 5�(��� ��&�����"*� ���C
(��� �	 �"��� (���" ��"� &�!�" �	���	� Q &���	� ��( �
���	�6C ��� �	 
���!�
�	���	 &���	� (�"��C � (���!� �	���	� &���	� (�"�7��!*� 5��� ��, ����6 �	
�	 ����"������	������� �7���!����� �� � �	*��"�� �@��� �� &@��� ��7�������
����� (�" %�"� (����� &�������� ���!�	�� ���� �	� (�"���0������C ���0� (�"
����� �'!�(
�'�C !� � ��
�� ����"������	������� ��	����� (�"���0���&��0C (���
� ��������� ���<��*��� 

%� � �� 7��	����� ������� (�" ���
�� ���<' �"�(
� ����C ��� �	� (���	�
�"�(
��C �&�"� �	 � ��� ��, ���� �
�&��0 �	 �� �	���	�� � (���" 
��(�
� &�!�" 
��(� ��
 ��*���C ��"��� �	 �"� �<��7�� ����"��4����	������� ����
���C
(�"���0���&������� 

�	 ����"��4����	������� (�3�('(
� �	 � &���	�� <��7�� �C (������ � �� 7�	4
�	����� 
��( ����� ������C !� ��( (���	� �"�(
�� �	� � &���	���� ('���<� � ���
.�, ���� � � �������� ������ ����		* ��.) ��	��C � (�"������ &�(�������
� )�+&� �� �� �	 
��
�0� �������&��0 �	 ����"������	������� ��(����� (�3�('(�
5Qmax6C ����(��� � �	*��"�� *��� �@��� �� &@��� ��(����� (���('(� 5Fmin ��
Hmin6 
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'� � (���" 
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∆j,i = Tj − ti

α =
Q

ci

β =
Q

Cj

<��7������C � �� &�������� �"�*���� �7"	����� Q &����<����(����&�	 �����	0 &�
�4
����
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∆A =
(α− β)−1

fmod k

[(
ln

∆1,2 − β

∆1,2 − α
+ ln

∆2,1 − β

∆2,1 − α

)
−
(
ln

∆1,1 − β

∆1,1 − α
+ ln

∆2,2 − β

∆2,2 − α

)]

��"�* ���C &�"� �	 ���!���C �	 ����� ��, ���� �����!�	����� (�"������ ������� �	
A ���*��� (���(
��� ���� ��� � ���*����
���	
��� ��	������ ��� ������ I����
��<'>

(∆1,2 − β)(∆2,1 − β)(∆1,1 − α)(∆2,2 − α)

(∆1,1 − β)(∆2,2 − β)(∆1,2 − α)(∆2,1 − α)
> 1
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(T2 − T1)(t2 − t1) [(∆1,1 − α) + (∆2,2 − β)] ≥ 0
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- %� T� < t� + MAT �� Cj ≥ ciC ��� �@���� ���!��*� �	 i� &�!�"

��( T� −MAT &�(����������� � t� &�(��������" ����	����*� �	 � 
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�� � ����!����� 
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T ◦C t◦ T ∗C t∗ CC c
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�� � ����� ���� ('���<� QF = 461.2C Q1 = 2536.6C Q2 = 1463.4C
Q3 = 1137.6C QH = 862.4 
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������
�C ��� (�"&��
��	&��0 5) +6 7	���
"�7�C (�<! �	� 5) �64�� �� 5) )64�� ����	�&������������ �	
(��&��0 � 7	��� "�7&7	
�����	0 V �� V ′C ��"��� � (���(
��� �
��
��(� 
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%�"� 4������0���� ��	��5	����

������ 3 ������������ ������������ !��������

�*�7��7	� 7��	������@ ����"� �����
� �����!��C �������� �!��� 7��	������@ ���"�
�� *�7��7	� 7��	������@ ���""�� �	���
���	�
�
&�	 ('�
� ��� ��������� �	
�	����( �� �	���� 7�*�(���� 7	7�� �7����� �	���
���	�
�&�	 (���(
����� ����4
�����!� ('�
� ����		* �		� 
��	����
�	�
� �:���� 

� ����� �	���
���	�
�� ('�� �	���� ����������� ��� �	 �	����( �� �	����
7�*�(���� 7	7��� ���"��!��� ����0����
���	
���� � 5�����
�6 ���"��!�� �	 ��4
��0��� 5(��� ���!�	�������"6 �7���!������ <
� � ���!����� ��
��A �����(�� 5�
�	���
�
�6 '"������� ����0�����7������� <
� 

�(��� xD 7��	������@C D (��
��(A ����"C �� xW 7��	������@C W (��
��(A
����" �����!������ �	����( 4 �	���� (0!�� F = D +W (��
��(AC xF

xi,F =
Dxi,D +Wxi,W

F

7��	������@ ���"� <7� �����C ��� �	 ����0����7���!��

∆S��� = −R
[
F
∑
i

xi,F ln γi,Fxi,F −D
∑
i

xi,D ln γi,Dxi,D −W
∑
i

xi,W ln γi,Wxi,W

]

� ���
������� �	 �"��	��@��" �!����� �!�
��� ���"� 7	������� &��	�
�'�C �(����
�	 ����0����7���!��

∆S��� = −R
[
F
∑
i

xi,F lnxi,F −
(
D
∑
i

xi,D lnxi,D +W
∑
i

xi,W lnxi,W

)]

���A 
�(��� �	 ����� F C xF ���"��� '"�������� DC xDC W C xW ���"��� �
���	�<'

�	��C ��� �&&�	 �	 ������	� ���<��@C ��"���

∆S�	� = +R

[
F
∑
i

xi,F lnxi,F −
(
D
∑
i

xi,D lnxi,D +W
∑
i

xi,W lnxi,W

)]

5��"����6 ����0����
���	
���� <
�0 �����(���� ��� ��"��&�<���� ����� 5� ���(�!�4
��(�� II �������� �	�����6 	
�� ���!�	����� ��
��� �����(��� ����0����7���!��4
��� <
���C �� �!�
��� 5�����	������6 �����(����� ��&���� �	 ����0����
���	
� �'���C �
�	���
���	�
�� �����(�� (������ �"� (
�� �����(���� �� �� ��� <
��	0!���C (�����
����0����7���!��� �!�
��� ������� ∆S��� = −∆S�	�C ��
��� ������� ��!�" ��"���� 
�	 � (
�� �����(�� �"������� � � �	���
�
� ����0�����7������C ��&
� �	 � (
��
5�����
� ��<
��	0!06 �����(�� =&�<�<� (�"= � �	���
�
�� �����(���� � (�"&�<�0
�����(�� (���(
��� ����0������(����� ∆S��� = −∆S�	�C � (�"������ ('�� � �����
�	���
���	�
�� ('�� �!��� T &�(���������

P�	� �	� =
−∆S�	�

T
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� ���<�� �����(�� ����"����� &��
���
� � 5�	���
�
���� &��	���'�06 ����� �	���
���	�
��
('�� �� � ���0��� ���������� ����"�� ��"� ('�� &
���!��� �!<�>

ηE =
P�	� �	�

P�	�	
�	�	��

≤ 1

�	 ����"��C ����0���C �� ������� &�(������� 7	�� 7��	��*""�� (���� '"����	�
� &
���!��� ���<�	&��<* ����0��
��� ��>

ηS =
−∆S�	�

∆S�	������

≤ 1

� &�"��(
���� ����F
�
� ������ � (�"&�<�0 �����(�� �	 5������"��6 ���(���"���4
��� �� � ������0��� ������� (�"�� &�(�������@C �	��� ��"� ����@ &�����"�� ������4
������!��� �	 ������������!��� &�����"�� �
��	� � ��!��	
������ �� � ���4
(�&@����� %� �	 5�	����( �����(�� ���������	���&�	 �	*��"��6 ���(���"��� ��
���(�&@�� ���	�����(����0� �������*�C ��� �	 ����0������(����� �	 ���� ��
���	�� ����� ��!��	
�
�� �� ������
�� ����0������(������� 7	����&��<*>

∆S�	������ ≈ Q
���

T����

− Q����

T����

� &�"��(
���� ����F
�
� �������� Q���� �� Q
��� �	���� ��"��
"���!@ &����4
<����(����C �� ���	��&��*� �"��	��@�� Q &����<����(��� ������������!������ �
T���� �� T���� &�(�������� 7	7�� � �� &�(������� +�( � ������
�� �� ��!��4
	
�
�� &�(�������C &���( � �@��7	�" �� � &@��7	�" &�(�������� 

���!�	� ����<
� � &�"��(
���� ����F
�
� ���(�!���(��� &��
���� ����*�4
&��� I���� �����(����� ���(�	�� � 7����	� �
<��	���0 &��
������ ��<'>

�����(�� &��
���
#���"� �	���
���	�
�� �������� &�(��������� / �?
��(��	����'� �� �
''( !��	����
��0 / �,
������	��"
	4�	���
���	�
� / /1
I	��0��	���
���	�
� / ///�

������ <���� ���	
 �������.���� �������������

� &�"��(
���� ����F
�
� �������� &��
���
�� �� �	C &�"� � �����(�� ��"���
�
��� ��� �	 �!�
����0� �	 �!�
��� �����(���� ��"�����*� �� ���������C ��"�����*�
������ &�<�0�����C �	�	 �"����A��� �����(����� ����	�*� ������ ��<
��	0!��� 

���� (�"�������� � �����	������ !��	����
�0 ��	������ (��!��&�� �"����A�����
��� ��( ��� �	 �"� �	����0� ����	
��0 �
�� �� �	 '"����	�� �	������ ������"0 ��4
���!�C &���( �	 �"�(
���� �	�(��� �"�(
� (������ ��&���!0 �
�� �� �����!�
�� �"����A����� ��� �"�(
���� �	 ��� A"� ��&����"��C &�"� � !��	����
�0 ��	���
(��!�� �	���<�� � ('������� ������ �	 �"����A��� ������� ���� 7����	�����
� ('������� ��( ��&�� �"����� � "7��� ('������� A"� &�	&��0 �����C &�"�
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F

D

W

δQ
δQ
δQ
δQ
δQ
δQ
δQ
δQ
δQ
δQ

δQ
δQ
δQ
δQ
δQ
δQ
δQ
δQ
δQ

) 1 
��� .����	������ !��	����
�0 ��	���C ��"����� �� ���	��

5'"������ � ��"�����*� ������ ������ ���� �	�����6 (��!�� �	����� ��"�����*� �4
����� &�7	���� �7������C �� ��"����� �� ��(����� ���	�� <����(	� �	 ��	����� 

� �
� �7�7�� � �
��0� � ��!��	
����" ��"����� �� �
���� (��!�"���� ��"��4
���*� ������ &������
� �"��� ��7��� �
�� (��
��(�� &�	 ����� � �
� ����� �
�
��0� � ������0�" ��"����� �� �
���� (��!�"���� ��"�����*� ������ &�����	����
�7����� �"��� �7���!�C ������ �"��� ��7��� �
�� (��
��(�� &�	 ����� 5��$ ����6 
�	�� ��*� �	 ��	��� ��"��� �� �"����A���� ��� �����C ��&
� ��� �"����A��� 5���4
	��"��6 ������0C �� �"����A��� 5���	��"��6 ��!��	
��� 5!�S�"(
���6 &��	�
�&��0 
���
��� 7�����(���C &�"� *�7��7	� 7��	������@ 
��(� �� �����!<���C �	��� �
���
��
�
�� �
����� A"� ��� (�"�
���	����C &�"� ����
������ �
� ������ � �
�&���
�����!�7��	������� (�"�"��		�� � �
�7��	���������C &��(������� �
� ������ � �
�4
&��� �
��7��	������� (�"�"��		�� � �
�7��	���������C ��"��� ���
��
�
� ������ �� �
�����	� �
	��� 7��	������� (�"������ ��"��� ��"*� � ���(
����	����"��� �� �
������ *�	7�7���C �� � �����	������ !��	����
�0 ��	������ �'��� ���(
������ ������
��	�������� 

��+'. 7	���� �	����� �"� -/ ��� ���(
�A ������ 4 ��
� 4 ����
� 4�'�
� ���"�
82J83 �
"
�
�
� � ���	����"� � ��� /������	 �	����� ���!�	&��� �!������'�4
�� ����		* �	 ��	�����C &� ��� � ������0��� �� � ��!��	
������ �7����� &�74
	���C �	 ��	��� ���� �	�"����� #
�&��0C &�"� � ��"��"���� &��
�����7���� �	 ��	�4
��(���� &�7	������ �	 �!������'� (0!�� ���0 
�������� 7����	� �� #����"�4
��� �����C !� �	
(������ � (���(
��� �� ��
��� ��S'3��
�� 7	�� �����C ����(���
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) ) �
��
	�� .���F
�
� ���(�!���(��� &��
����

(�!��� &��
���
N = ∞C �����	������ � //
N = ∞C �!������'� / -1
N ��"��C �!������'� 0.83× 0.35
��"��C �!��� C ���(
����� 0.97× 0.83× 0.35
��"��C �!��� C ∆pC ∆T � &��������� 0.825× 0.97× 0.83× 0.35
���<�� &��
���> / ,-,

� ������0��� �� ��!��	
������ � ��"�� &���*�7����" F"����(�� ������C (�" �
&�!��'���� �����
��
�� &��
�� �	� (������ ��&����"��&��0 

������ 7 ..��$�����6 ���	
 �������.���� ����������� ����=
�����

�7���(������@ ���"�� �	���
���	�
�
�
� � ��"7������ �(������ (����� � ��4
&�	���� ����	�����
�� ��"���� ('������������ �"�����C (��� � �� ��"7������
(����� � �
�' ��&�	���� ����	�����
�� %� � �
���� C �	���
���	���!0 �(4
������ ��� <����C ��� � C. 5��"��&�	���6 �(������ ����	�����
�
&�	 �����
��S'3��
�� ���C (��� �� ��"� �7�� ��&�	 �(������ ����	�����
�
&�	C ��"� 7��4
����� C4(����� !��	����
�'(�� ���
�������C (��� C−1 �� C �(���������� (�����
!��	����
�'(��C �� ��"��&�	��� � ���	�� � �(������ �������� � !��	����
�'(��� 

D"����"� � ���	�� C (���!� ���
����
��C ��"��� �	 � C ,    C C − 1. �(��4
����� �������
�� ��&�	���C (��� �'�	�
� �	 � �(������ ����	�����
��C �� � , C
- C    C C. �(������� ���
����
�� � (���!���� L����
��� � �����	������ !��	���4
�
�
� �������&�	 �"�4�"� ��	����	���	��� ��� � �(������ ���
�����
�� �7����&�� 
�	 A"� ���0���&��0 (�"C �&�"� �	� )4�(������@ ���"� �������� � ��� ���� ('4
���<� �	 
��� (��!&
��( ��	���
��� ��"����� �� ���	����C �� (��!�� ���	�����
��"�����*� ������ &�7	������ ��� ������C �
� �	� �	 
��
� ��( <��7��* ���!��
��	���7	� �������	
��
� �
�� �� �����!� &���! �"�(
���� �	�(���C �� �	� �"���4
�A����� 
���� �"�(
���� �	 ���� ��	������ ��C � (
��!���� ��"�C � &��(�!�4
��� &�� ��	����	���0 ���
�&��0C �� (��!�"�� �"�4�"� �(������ ���
�����
�
��
�	��"
� 

%�%� ���������	���	� ��	��5	��� ���������	

� ���
��
� �� � !��	����
�
� � ��"����� ��"����"���"�������� (@������� � �7��4
���	��AC �����
��(A !��	����
�
��
� � !��	����
�'( R + 14�	������ ��� �
�����
���
������� �	 ��	��� ��<���� 5R � ��S'3��
��6C �	��� � (@�������� *�7�7��� ������
�	 ����"���"��� �������� ������ ����
�� � �����	������ ����F
�
� (�!���<� ��
���
('��� �	 ����"��&��!�	0 7����"��� ��7������&�	 �	 ��
��� �
���	��� �����
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) + 
��� .����	������ !��	����
�0 ���!�	��C N = ∞C �� ���0 &�7	������

�	�� ����'��� � &��	������A� !��	����
�
� ����� (�"��!
�C �(� � &�����"�� ������4
���������� &������ 7	������*� (��&����� ('�
� ����� ��C �� �		�� &�<�<� � �����(4
���� 

������ 7 .. ��$ �� � .. �������

��������� �7�� ����
��0� �	
�(�	0C &�����0 7��	������@ ���"���� ��!�(�� �"������
��	������ �	���
���	���� ��� ����
������ 5q = 16 �
� ������ ('���<� � ��� ��,
���� ������" �"������ �
�
��( ���������
�
��� ��"� �����!��	
�
�
��� ��&��'�
��C *�7��7	� 7��	������@ �
��� �	 �		�� <
� �"�*��C &�"� � ('������� 7	�����
��*� �	 �"����A��� �����&�	C �� �	
���� ��7�� � (���(
��� �
��
��( �	� � &��
��
����� ���"� ��������C ��"� ����� 7	��������� �'!<' �	�(�������� � ('�������
�
���	
�
� � ��� ��, ���� ('���<� �&�"� � ('������� 7	����� ��*� �	 �"���4
�A��� �����&�	C � �	*��"�� ��(����� �
�����	
( �� �	����� �!��� ��(����� �
����4
�	
( �� �!��� R/R��� ��
�� (������ � �	*��"�� ��S'3��
�� �����C (��� �"������C
�"�������� �
���� 

�
� �������� ��!�(�� �7�� �
"
�� �"������ ��	������ ��"��&�<����C ��!�����4
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� &��
�� � ('���������

(� ����������� ���!
'� �"� ����
������ 5q = 16 �
� �� �� ��!��������� ������
('���<� � ��# ���� I�� � �	���� ('�������� (���!�� '"���C !� ��7������

1

1

x

y

X X

G

G

�

�

�,

��

z1z2

� J � J

) ? 
��� ��� ������� &��
�� � ('���������

���(�
��(&�	 �����	��C ��"��� � �
��
��( ����� �	 ��!�����(��&�	 �����	0
('������� (���!���"� ���� � �	����	���&�	 &��	�
�� z 7��	�������>

z2 =
DxD + S1xS1

D + S1

z2 =
WxW + S2xS2

W + S2
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� ������ �
����� �������� � �
�����0� ������"0 �����!��� 7��	�"�@<�<*C
�� �"� ���	�� �	 ��	����0� ���	��<*C (���&� �����!� ��!�����(��� ������ �� 
�	����� �	� � �����!�
��(�� ������0�� ��	��<*C �� ��������
� '�
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�	 �������� *�7��7	� � �(������������ ������ (0!�	������C &�"� ��( �"�
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�
��� �
�&'	�(����C &���( �"� (
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��A �"����� (�����
����*� � ����� �"����� ��
��
� � �*""���� �����+����� &��
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gradf ≡ ∇f(3) ≡

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
∂f(3)
∂x1

   
∂f(3)
∂xN

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

� "��!����4����� � ��"��"���� �7���!�� ��
��
�� ('���C �	��� � ������� �	 ��4
����	� ��
����� ��"�		* � $��� ���� �	 ���� &
��( ����� ���!(����� ('4
���<' �� 
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�����

������ &��������� ������� ��"�	&��*�C &� ��( �"����� (����� ����*�C &���(
(��!�� ������� �	 ��'
��� "��!���� �	����� ���*� �!��� ��� �	����� (�" ���
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x1

x2

(x1, x2)
(0)

1 , 
��� � ��""������� ��7���� ��
��
��� ������ - ���� ������

�!�'�C &�"� �	 �!��� �����0� (����� (���	� ���*� �� �	� ���!
'� �"� ��	���� λ
�	��	0��� �!&��<' (�"C �(�� � ��"�"��	��@�� ������� 
����!0 ������ ����'�>

x(k) = x(k−1) − λ gradf(x(k−1))

� $��� ���� �� � $��� ���� ('���<� � ������ ���!(����� ����(���� �
���	����
λ �	��	0��� 

%� � �	��	0 ����� ��"��� ����C ��� (�<!��( �������� � "��!���� 
����
�<��7�� ����� (����� &���!'�C !� ��"��� �� �	
(��
�� ��������C ��"��� ������
7	����<* � (���('(�� �	� ('���<� � $�$� ���� 

%� �������� � �	��	0 ��"��� ��"�C ��� � (0!�	�� ��( ���� 7����� � ����*"4
"���� "7��*�����C �� �A�(�	!��<� � 7	������� I���� ������ ('��� � $��� ���� 

H����
����0C &�"� � ������� ('�� � λ �	��	0 (���� 7	���� �
���	���
�
4
��� ��7���&��� ���� ����(�� (�"�!
�
&�	 � ����*""����� �	 ����� ��	�"
��
&����� ����(����� ��(��� �"��	��@ �*""�������C ���!
'� (
��!��A ������((��
7	����&��<*C �� ���� ����<
� (�"�!&��<' λ ����(
��� ������ �	
(�� �����
(0!�	�� ��(��� I����� ���!
'� �	 A� ��+!���� �����+� (0!�	���C (���� λ
���(
��� ������ � gradf(x(k−1)) �� gradf(x(k−2)) �������� ����<
� &��
��		

(�" � (
��!��A ������( 7	�������� ����'�0 (0!�	����� (�" � �����������
)����(���� (0!�	������ �� ����	� 
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��� !����
��� �'(���'� ����� ��( (��!�" ������C ������� ��&� ��"� &��
4
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� � !����
��� �	
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�� �� � ����������� �*""����4��������� ��"� �	
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x2

(x1, x2)
(0)
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��� � "��!����4(0!�	�� <0� �
���	���� �����&���	�� 4�

x1

x2

(x1, x2)
(0)

1 ) 
��� � "��!����4(0!�	�� <0� �
���	���� �����&���	�� 4 ,
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x1

x2

(x1, x2)
(0)
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����!0�'�� 
������
�C �(�
�"� ��"��� ��"� (����@C ������ ��(����
��� �"���������!�	�� (�"��!
�
� �"����� 

I���� �������� ����	��@ (���� ������� &����� ��������� � ����*""����� �����
���������� ������� �� (�"&��
��	&��0 � ��"��"���� ��7���� 7�*����*�� ��
��� 
� ���()��2 (.����� N 4!�(��	�0� �*""���� �������� N+1C �	 N 4!�(��	�0� ����
���
����� ����	��� ���� ����<
� &��
��		� (�" � &���!
�� ��
��� � ��� ����	����� �	�
<������C &�"� �� ��!�(��	�0� ����
��� ������ 5�����6 &
��( ��( �"� �"�������
��� �����0� �	
(��C &
��( !�(��	�0� ������ ��"� ��( �"� ���� ��� �����0�C ��� 
�	 � ����� 
���� (�"&��
��	��� �!�(��C ������C ��� ����		* ,C -C ��� 4!�(��	�0�
�	�(���3�� 

���
���	�<' � ��"��"���� ����*""����4����@ ������C ��"��� �	 �	 �"��	��@��"
�!����� ����� �	 N + 1 ���� %� �"� (
�� ���� �	C ��� �	
(�		' 
� �
������� ���� (�"�������� �	'�
� ������* 
� �	� � ������ � �	�(7	�� ��!����C
�(��� ��A����� � �7��� N ���� ����<� ����(�� �������� ��
��� ��'�C &� �
����� ����@ ����� ����(���� �A���	��� ����
��� �(���
��0<
��� �<��7�<* �
�	�(7	�� ��!�� �A������<
� ���!
'� ��	���� ����*""���� ������ ����(�	&��0 �A��
� ����*""���� ��������>

x� =

∑N
k=1 x

(k)/f(x(k))∑N
k=1 1/f(x

(k))

�	 x(N+1) ������ �	 x� ������ ����	�*� �����<* 
�>

x(N+2) = x(N+1) + λ(x� − x(N+1))

�"� ����� �������� ('��� � $��� ���� 

x1

x2

1 2 
��� �	�(���3 (0!�	��
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(����� �*""����������� �����	�*� �"��	��@ 7	�����
�*""����� � ����&��������� ������ (.��������� ��� ����	��@ ����(�	��C &�
��"��� �� �
���	0� � ����*""����C �� �	 N ���� �	
(��
�� �� ��"��� 7����"�� 

&��� ������������.,
�7 	����	

�	 �"�������" ���'�A ���
��	0 7��	��*""��� 
����
��� ���&��	�
�&��0 � �������
��� �*""����� �
���	0� �	
(
�� ��7�������� �&&�	 ��"� � ��� ��<�	�� �"���
�
���	0�� � �7��� �*""��������C ��"� �
���	04�����	���(
��0� ��� ����(�	�� 

#�"��� ���!
'� � ������� ��� �	 �'��!��	� �� 5{(x, y), x ∈ R, y ∈ R}6C �� ��"���
� ���
��	0 7��	��*""��> h(x, y) = ax+ b− y = 0C �&�� a �� b ���0� �	
(� �	 �"�
�"����� �"�������C ��"��� � (���('(�� �	 �"����� ����<�� �7�7�� �����* ��� �	
f(x, y) ���
���	0� ����*""������� &����������&��<* �	 y �
���	0� �	 y = ax+b ���4
<�	�����C �(��� ���!(��������� �	 f◦(x) (0!�������C �"��
���	0� ����*""�����
��<' ���� (���('(&���� �"���� �	 ���!��� ����!�� (���('(&������ x �����
��C � (���('( �	 ���!��� (���('((�� �	����C �	 y (�"������ ������ ��!�" �	
y = ax+ b ���<�	����� �	
(��&��<' 

�"� (
��C '"������ � ���<�� ���� �����(�	��� ����!�� �������� ��"��� �	
�"�������"4���'�A ���
��	0 7��	��*""�� h(x, h) = x2 + y2 − r2 = 0C �&�� �	 r
�"� ��	���� ���0� �	
( �	 �"� 7� �"�������C ��"��� ���� � 7��� ���
��		' �
(���('(������� ��� �"�� �
���	0 ��( ��<�	&��� � �"������(@�� � (
�� �*"4
"��������C !� (�"�!&��0 �"� �"��
���	0� ��� �	 x = r cos(t) �� y = r sin(t)
���<�	��� &���������������� ��<' �	 f(x, y) ���
���	0� ����*""������� ���������
f◦(t) �"��
���	0� ����*""�����C �(�� � V0, 2π) ���������'( �7�7�� �����(�	*� 

;����� �	����� ����� ������'��� �	 �"�������"4���'�A ���
��C &�"� � �����
�����	���(
��0� (0!�	��� ��(C ��"� ��� ��"� ��&�	��"� 
�
� ����(�	&��0 
I������ �� ����(�	&��0 �	����� � ����+�1 ��� (����)��������� (.������ #�"���
� ����*""���� f(x, y, . . . )C �� ��"���� � ���
�� h1(x, y, . . . ) = 0C h2(x, y, . . . ) = 0C
. . . C ��� 
����+� (0!�	��� �	����� �

min
{x,y,...}

f(x, y, . . . ) 51 ,6

h1(x, y, . . . ) = 0

h2(x, y, . . . ) = 0

   

����!�� &������ �

min
{x,y,...,λ1,λ2,... }

f(x, y, . . . ) + λ1 ∗ h1(x, y, . . . ) + λ2 ∗ h2(x, y, . . . ) + . . . 51 -6
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����!���� ��!<' (�" ��	�����&��0C &�"� �	 51 -6 ����!�� ��
��� (�"��!
�����
[x, y, . . . ] ������ �"���� 51 ,6 ��
��� (���('(&������ �� (�"�!<
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%� �	 �"�����������"� 
���� 7	����"��� (�"��"�!��� �����(
�� �����<���� ��� �	
��'
��� 7	������C ��� �	 �"�����������"� F"����(�� ������ ���*� &��
��	&��<'
(�" � ������� ��
��� ��"� �	 ��
��� �������
��� �	 �!��� ��
����� ���0 ������
7	���C ������� � ����� ��"��&�<�
�� '�
� ��������	�� ���C &�"� �	 A< ���� �� (�"
� (�"��"�!��� �����(
����� ���4� 5�	�	 ��������	�� ���C &�"� ���<��*���4� �
g(x) ≤ 0 ��������� �"�����������"� 6 %� �"��C ��� ��&�� ��������� � �������C
(���&� ��( �� ������� ���
�� %� ��(C ��� (�"�������* ����(���� �"�����������"4
��������� ��� �!������!�C &�"� (���� ��������� �������* (�" %� �"��	���� �7��

xk−1

xk

xk∗

g1

g2

g3

g4

1 ? 
��� �"�����������" ���
��

��������� �� (�"�������*�C ��� �� ��� �"�C �(�� ��"����	7� ����*� (�"C �(��� �	
x(k−1) �����0� �	 x(k∗)4<��7�� ���� ���� &���!'� �	 ��� 7��	�7�� �"����� (����� 
���
'� � $�#� ���� (��! � g1C (��! � g2 �"�����������" ���'�A ���
��� (�"�����
�	 x(k∗) ������ ('���0 (�	!��
� � �� ���
� 7	*� � g1 &��
���<� 5����� �	
��
�����6 � (�"��"�!��� �����(
���C �	��� ��� � g1 �	 A� ���-� ������ ��� �	
x(k−1) �� x(k∗) ������� 7��	�7�� �"����� �	���	 �� �	 ���� ���
� (���	������<�
���	 �	 A< 7	������C ��"��� �	 x(k) ���� 

� ���
������� �	����� � ������� � ���
� (����� ��� ���������C (���&� �	
�"�������"4���'�A ���
� ����� ���!�!!�" �	� ��� ����*�C (�" � ������� ��
��
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�� ���
� 7	����� ��� &�		
 6

� ������ ��
��
� �	 ���!��� ������� ������ &��
��		' (�" �	 �	 ��
��
�
�&��0�� ��"� ����� ('��� � (�"��"�!��� �����(
���0�C ��"� 5���
����6 ��4
���� ('���C !� ��"��� ���0�	��@����C &�"� ����� �������� �	 �"�����������"4���'�A
���� ���
��� %� ����� ('���C ��� � ������� ��
���C (��� ������ �	 ���� ���
4
��� ������� ����&��*� � ���
� (�����C � (�"��"�!��� �����(
�� &��
�
�C � $�'�
���� �	����� �	 �"� �����C �������� ��
����� ����		* �������� ���+'��+�� �	

��
� �	 x(k+1,∗) ���� � (�"��"�!��� �����(
���� ��*� ��� � (�	!��
� ���*����
�	 ���� ���
��� �	 x(k+1) ������ <��7�� � � 7����	� 7	�������� 

xk−1 xk

xk∗
xk+1

xk+1,∗

g1

g2

g3

g4

1 B 
��� �"�����������" ���
�� �� ��!'
�� ��
��

E4	�	��4�����

�	 �"�����������"4���'�A ���
�� F"����(�� �������� �"� (
�� (0!<�C &�"� �

min
{x}

f(x)

g1(x) ≤ 0

g2(x) ≤ 0
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����!�� &������ �
min
{x}

f(x) + P1(g1) + P2(g2) + . . .

����!���� ��!<' (�"C �&�� � Pi �*""����� ����� �'���C &� �	 ��"'(���'( ��"����C
�� (���!��� �� ��	���� �����(
����� ��"��� &� ���<��*� � ���
��	0 ��������C ���
�	 ���!��� ����!���� ��!<' (�"C ���	��� (���� ��
�� (�"����<* � ���������C ���
�
��"���� ������ �!'� &�		
 �	 ���!��� ����*""����&�	 �	��� � Pi &�		
�!���
�*""������� *9+���� 9��+'��+�� ����		*C (��� � ����*""���� �7��������� �*�4
���� � ���
�� (�"�������� %� � �*������*""����� ���" ��"��C ��� �	� �
(�"��"�!��� �����(
�� ���� ������ � ������� 

&�%� 8�����	
� ,��������

#�"��� �	 ����(���	
�
�� ����!�� � 7����	�>

min
{d1,d2,...,dM}

U =

M∑
k=1

uk(dk, sk, sk−1)

sk = fk(sk−1,dk) (k = 1, 2, . . . ,M)

[0 = hk(sk−1,dk) (k = 1, 2, . . . ,M)]

[0 ≥ gk(sk−1,dk) (k = 1, 2, . . . ,M)]

I���� ���'�A ����!�� ��� �!0!�C &� ����� !7����� ����	��
� ��� �"��!�<@��" ����4
(���	
���C (���� ������ ������
���<
 �"�(
��C �� � ����*""���� �	 �"��� !7�����4
��� �*""� ��"� 7��	�"� � !7����� �� &��
�' ��"��� 7����	(���4�	���	���� �
$��&� ���� ('���<� ���!
'� ����(
��� ��
����
�� ��
�'� ��"��&�<���� !��	���

d1 d2 dk dM−1 dM

s0 s1 s2 sk−1 sk sM−2 sM  sM

u1 u2 uk uM−1 uM

1 2 k M9� M� � �� � �

1 �/ 
��� G���(�'� ���"��(�	
�

�!��������� �!��� '�����
���� ��� �	 �"��� �!��������� � !7���� �����
� ������
����� ��
�� ���!�	�� 
������
� ��<� �� �	 sk−1 �7(�C �� �	 '�����
�� ��<�
�� � !7����� �
���	0 dk �7(�<� �	 '�����
� &��
�
�� � 7����	� �������	
�
����� � ���!�	�� 
������� sk ���	C �	� � &��
�� �	 fk(sk−1,dk) �*""���� ��<� �� 



;$?$ "�+�(���� )����(���� �,�

�	 '�����
� &��
�
� � ����*""������ �	 uk(dk, sk, sk−1) ����*""����4��" ��<� �� �
hk(sk−1,dk) �� gk(sk−1,dk) �*""����� �	 �"��� !7�����&�	 �����	0 �"�������"
�� �"�����������" ���'�A ���
��C (���� (�"���� ��"� &�
��� ��( �����"�� �'��<4
!���
"� � !���(�'� ���"��(�	
�� ����!���� 

��"������ �����	��� ���!� �	 �	���� ���'�A ������� ����	��� �	 
������� �	

��(�0 ����" F	��� �'��<!���
"��C � !7����� �
���	0 �	 �"��� ������� &�(����4
����C ���(
��C �����"���C ��� 8��������� �� (�!����	&��� �� �7�������� �����
������� ����	��
��� 

�
� ��"������ ���!� �	 �"��	��@ �3�����0� (@����� ��(����� ����"	��� ���
� ��a�
�'( (�������"� �� 7��	������� �	 
������C �� �	 ����(�	��� �3���&
�0�	��
(�������"� �	 �"��� ���	������ ����(�	��� !7����� �
���	0 

%� �	 �"��� ���	������ ����(�	��� !7����� �
���	0 �	
(� N C ��� � ����4
!�� !7����� �
���	0��� �	
(� V =M ∗N C �(� ��"� �	
( ��&�� � (���(���	
�
��
����!�� �	
(��
��"���� !'��
� ��
���� �	 abV ���<�	�����C �&�� a �� b ������4
��C ��"��� � �	
(��
��"��� �3�������
����� �� V 4��� � �	
(��
��"��� �	�����
�����"���� ��7���&���C &� � ���	��� M �	
(� ������� ��"���� ���� (0!<�
� 7����	� 

I�(��<* �	 '����0 !7����� (�"���	� sM−1 
������ ��&����"�� �����(
��
� �
�����(
����� �
����	'� �C �� �
���	��@��C <����(	� �������C (��� ��&����"��

��������� ���
� 
������� �������� �	 �� � ��&����"�� ���������'( �"��������
�����	�
�
��� ����&���C ��!�(��	�0� ������� ���
�� (�"�!
�
���C ��� Q"� ��<'
�	 sM−1,j 5j = 1, 2, . . . , L6 <����(	� 
������������� 5G��	����	
�<' � �
���	0
��&����"�� �����(
��
� 6 � !��	��� ����� (��!�"���&�	 (�"��!<' � (�"������

min
{dM}

uM (dM , sM , sM−1)

sM = fM (sM−1,dM )

0 = hM (sM−1,dM )

0 ≥ gM (sM−1,dM )

����!���� �	� ���!(����� �	 �"��� sM−1,j 5j = 1, 2, . . . , L6 <����(	� 
������4
�����&�	 �����	0 �)��(���� d∗

M,j 5j = 1, 2, . . . , L6 !7����� �
���	0 ������C ��
� ����*""����4��" (�"������ �)��(���� ������> U∗

M,j ≡ u∗M,j 5j = 1, 2, . . . , L6 
�	��� �
� �
��
	������C �
� "��F'��� �
����� �	 sM−1 
������ ��	
(����� �*"4
"�������� �����<*> d∗

M = DM (sM−1)C ������� U∗
M =WM (sM−1) 

I�(��<* �	 '����0 ������ !7����� (�"���	� sM−2 
������ ��&����"�� �����(
��
�
�� � �����(
��� �� !��	����	
�<'C �� ��<' �	 sM−1,j 5j = 1, 2, . . . , L6 <����(	�

������������� 5�	 �"��	��@��" �!����� ��� (��� �7�����	*C &�"� � ����� L
�	
(� �*""����� �	 ����� ��	�"
�� ���	���0� 6 � !��	��� ����� (��!�"���&�	
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(�"��!<' � (�"������

min
{dM−1}

uM−1(dM−1, sM−1, sM−2) +WM (sM−1)

sM−1 = fM−1(sM−2,dM−1)

0 = hM−1(sM−2,dM−1)

0 ≥ gM−1(sM−2,dM−1)

����!���� �	� ���!(����� �	 �"��� sM−2,j 5j = 1, 2, . . . , L6 <����(	� 
���������4
��&�	 �����	0 �)��(���� d∗

M−1,j 5j = 1, 2, . . . , L6 !7����� �
���	0 ������C �� �
����*""����4���	7��	�" (�"������ �)��(���� ������> U∗

M−1,j ≡ (uM−1,j + UM,j)
∗

5j = 1, 2, . . . , L6 �	��� �
� �
��
	������C �
� "��F'��� �
����� �	 sM−2 
�4
����� ��	
(����� �*""�������� �����<*> d∗

M−1 = DM−1(sM−2)C ������� U∗
M−1 =

WM−1(sM−2) 
� ���	����� ������ �	 '����0�0� �	!�� ����	����� �	
(���� 
����
��� � k.

���	����� !��	����	
�<' �	 sk−1 
������ ��&����"�� �����(
��
�C ��<' �	 sk−1,j

5j = 1, 2, . . . , L6 <����(	� 
�������������C �� � !��	��� ����� (��!�"���&�	
(�"��!<' � (�"������

min
{dk}

uk(dk, sk, sk−1) +Wk+1(sk)

sk = fk(sk−1,dk)

0 = hk(sk−1,dk)

0 ≥ gk(sk−1,dk)

����!���� �	� ���!(����� �	 �"��� sk−1,j 5j = 1, 2, . . . , L6 <����(	� 
������4
�����&�	 �����	0 �)��(���� d∗

k,j 5j = 1, 2, . . . , L6 !7����� �
���	0 ������C ��
� ����*""����4���	7��	�" (�"������ �)��(���� ������> U∗

k,j ≡ (uk,j + Uk+1,j)
∗ 5j =

1, 2, . . . , L6 �	��� �
� �
��
	������C �
� "��F'��� �
����� �	 sk−1 
������
��	
(����� �*""�������� �����<*> d∗

k = Dk(sk−1)C ������� U∗
k =Wk(sk−1) 

� ��"���� ���	����� 5k = 16 �	 s0 
������ 
����
��� �!���C �"������ ����C ���
�"������ ����(���	
�
�� ����!���� ��� (�"��!��'� L &������ %� �	� �� ����"�	�*C
��� ����	7� �� (
� ��(��<* � ����*""���� ����('(
�C (
��!�	�� ��!�" � ���	�4
���� ����� &���!��C ��"��� ������ �	 � C , C    C M. ���	���� ��"�"&���!�� �
�
���� Dk �� Wk �*""�����C ����(��� �	 ����� ��(��� fk �*""����� ���&��	�
�
�
4
��� �"��	��@�� ��	
(��<' (��!�� ���	�� ����(
��� d∗

k !7����� �����
�C �� � &�		

�����	0 s∗k ����� 
�������� 

�	 �"��� ����(���	
�
�� ����!��� �	
(��
��"���� abN  � k = 1 ������ ����� �
�	*��"�� �	
(��
��"��� ���� L4�	�����C (���� L ����(���	
�
�� ��"	*� � ���<��
�	
(��
��"��� � a [1 + (M − 1)L] bN  ��"���C (�" ���!�����" � �	
(��
��"���
bM∗N 4��� ����� ��
����C � !���(�'� ���"��(�	
� ����(�	
�
��� � �	
(��
��"���
��� bN 4��� ��
����C �(� �����"��C 
����
��� ��"��
"���!� ��7����� ��	 �	
1 + (M − 1)L �����	� �7���� &��
�� ��&����"��&��0 � ����� ��7������ (������ 
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&�&� (�0���� ,���
�	������

����B �
 ����� ������	��� �����	���
 �
 
��	����
�	�
�

��������� ��� ����(��� Ω &��(�	
� ��+��2 ���(��+�� ����		*C &� �
�(��� ��
x1 �� x2 ���(��� 5x1 ∈ Ω,x1 ∈ Ω6 �	 �	��� 7��	�7�� �"����� �	���	 (��!��
���(� �� ���(� �	 Ω &��(�	��> αx1+(1−α)x2 ∈ ΩC (0 ≤ α ≤ 1) ���!
'� ����3
���	�� �"� 7� ��"� �"� ������	�� � �����C ��"� ����3 (��!�� �"����� �	���	 
�?/ ���
� ��"���� ����� �	7"@ ���	7" ��( ����3 

%�����0�����C �"� f(x) �*""����� ��+��2  9��+'+�� ����	*�C &� 7��	�4
�*""� �����(�	��� ����(
��
�� �
�(��� �� x1 �� x2 ����<
� 7��	�7�� �"�����
�	���	 ����<����� � �*""���� ����� ��"����C (��� �	 5x1C f(x1)6 �� �	 5x2C
f(x2)6 ������� 7��	�7�� �"����� �	���	 f 4���!��
�
<� ����������� ��"���
f1 = f(x1)C f2 = f(x2)C �� ��"��� x = αx1 + (1 − α)x2C �&�� 0 ≤ α ≤ 1  ���
���<��*���� ���C &�"� f(x) ≤ αf1 + (1− α)f2 

�	 ���<��� (�"���!��
�
��� ��<' � ��+���  9��+' !�F����0<
� ��� ����
��� ���<��*����C &�"� f(x) ≥ αf1 + (1− α)f2 

�����3 �*""���� �� �	 �3������
��� �*""����C (�" ��
� �*""���� � ��"����('�4
�*""���� � �	��'�	4�*""���� ��( ��( ����3C ��( ��( ��
�C !� / �� π 7	7��
��
�C π �� 2π 7	7�� ����3 

� �������
 ��	��:� ����
�
��� ���	0��
�0� ���)�
���5:� � ����B
)�������� ��	������		 ����B �4������� ��� 	:��5��
���	7 )���
���� ������
 
���
���	��� ����� �������
 
���
���	�� �
�

�
����	' �	�� �	 f(x) ����*""���� Ω (�"��"�!��� �����(
��
� ��*�7�7��C ���
� &��
���� ������	� ωi ����3 ���	&��(�	���> Ω = ∪iωiC �� 7	�����* �����.� �
����*""����� �	 �"��� ωi ���	�����(
����� ����(�� φi(x) ����B �*""������� 
� ����3 �*""����� (���('(� ���	�����" 7����� (�"&��
��	&��0C �� ��	�����
��( ��"����C (��� �	 ���!��� f(x) �*""���� (���('(� '"����	�� �	 ωi ���	���4
��(
���� ��	�"
�<' (�" �"� ����	���"�� ωi ���	�����(
�� ����	���"�� x ���4
�<
��� fi ≡ f(x) ������C �� &��������' 7��	� �"� (
��C ωj ���	�����(
���� �
φj(x) �*""���� (���('(
���C �(�� <��7�<*� φ∗j 4"�� %� fi < φ∗j C ��� �	 ωj

���	�����(
�� �
�(��� ����<
��� � ����*""���� ����� ��	����� ��"����C (��� fiC
��"��� �	 ωj ���	�����(
�� ��	����� ��( ������(�	 "���
��� (���('(��C �� �"� �
��������� �	
�&��0 

� D��	����
�	�
 �
 �����	���
 5E��.) �� ��:�6 (0!�	��� �	�� ����'� 
� ��	�"
�� �����(
��� �� ��"� �7�� ����3 ���	�� �
"<'C �	� �7�7�� � ����*""�����
����(�� ��+��2 �*""������� ��'��0� 7	����<*C �� 7��	�&�������
���� �	
�<' �
�	
�&��0 ���	�����(
����� � (�"(���!0 ���	�����(
����� ���
�� �	��!��<'
����� ����3 �����(
�����C �	��� �� ��'��0� 7	����<* ����3 �*""�������C
(�<! �	
�<' � ��	����� ��"���� ����*""����4����@ ���	�����(
����� �	� �	
��<
�
�� ��(������ �"��� �	@��&��� �	 � �����(
��C (��� � "���
��� (���('(�� ��<��C
� ��"*� ���"��!��� ������ �����(
��� ��'�C (����� 7	������<
� �����&��<*
(���('(&����� 

� (0!�	���� ��� ����� �
���	��� ��C (������ � ����3 ���	�����(
��� � ��(4
(�"��"�!��� �����(
�� ���(��� �� ������(�	&��<
 � �
���	���
� � 7	����� ����3
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�*""���� (���('(&����� (�" � (�"��"�!�����" �	�(����<
�0� �� ��	�"
��� ��� 
�	 7��	�&�������
�&�	 ��� �	 ����� (���('( &��	�
�&��0 �7�C (��� (�"��"�!���
�����(
���� ��� ������	� ������� � ���	�����(
��� ���
�� ��� ������� �����
����3 �����(
����� 

� ������� ��"��&��� � ����*""���� A<��� 7	�������  ,�9����C ����� �*""������� 
�	 ���0 �� �7��� 7	������� �"�*���� ����(�	
�� (�""������&��<� � �	��������
�������� 

����� 	��	����
�6�+	� �"�
�����

� 88 ����5���	�� �(������ (0!�	���C ��"��� �	 �+��������(1���*�� �� � �����.
 9��+' (0!�	���� ���!�����" �� "���
��� �	��������4�������� ��	*��� �	�� ��(
��� �	 �����!�C &�"� � "���
��� ������ &��
��		
 (�"C &���( �	 ��C &�"� &�
�7�� &����� �� �7����	� � �*""���� '"����	� � "���
��� �	����������C ��� �	 7��	��
����� &��� (�"����&��� �	 �+��������(1���*�� (0!�	���� � ����*""���� ������4
	������ �	���� ����������� &��
��		
 (�" � (���('(�� � �����(
��� 5�����4
����'(�6 �7�7��� ���0 7	�������� � �����.  9��+' (0!�	��� ��	����� �������
��"���� �*""��������@ �����(
����� 	
� � � ��������� 

&�*� 9�������� ������	

�	 �"��	����@ �
���	0 ����&��(�	� �"��� �������� ��������� ����� 
"��	&��0 
���!
'� ��	����� 5�"��	6 �	
(A ���(�� ��� �
�
����'�C !� �&������ �	 ���(�	
4
(�� ��������� �
���	0�� ������� ����(���	
�'�C (�<! � ����� ����('(&���&�	
7	��� �	
(A ���(�� ����(�	'� �	 �	 ��<
�
� �	����� ��( (��!�" (�"��	&��0 
�7����� ������!'�&��C &�"� � ��������� �*""���� (���('(&���� �� - �� ) 7	�
��� 5�� - ,+6C !� �	 �"��	 ��"'(���'(� 7	*� 14��� � ��"����� � ����*""����
����� 

�	 �� "�����C &�"� � !7����� �
���	0 ��( &�"��(
���� (�������"C ��"���
��( �	
( ���!
'� �	��� ��� �
���	����C ��"� ����"���'��C ������" ��	*����<�
� 
I������ �� (�"�	
(�	&��<' � �
���	�
�� ��&�����"���> �C ,C -C ��� C !� ��� ���4
�(�	&���
� (
� ����	
(�	
�� ��C �	 ���(� ����	���"���� ���!�	&��� ����� 

�7�� ��(��������� �
���	0 ��������C &� �	� ����� �"�(
��0� �*""�����*� �
���	�&��0C
� �
���	��� �	
(� �	��	0!� ���!
'� &� �	 x1 �
���	0 ��&����"�� �������� �	
(�
?C �	 x2 �
���	0 ��&����"�� �������� �	
(� ��!�" 1C ��� � ��&����"�� 5x1C x26
�����
�� �	
(� 8 × 5 = 40 �7��C ������" �� ��(��������� �
���	0 �������� �
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1 �� 5��&����� �!��� ��( �	
(����6 ���
�'� �	�����C ��"� ����'� �"� "������
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�
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���	�� ����(���	
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"��� ��&��
�(������ (0!�� ���	
(�
��� 

���!������ �"� 7��	����!����� ����!�� (�"��!
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94 1 54 68

74 10 88 82

62 88 8 76

11 74 81 21

9:

94 1 54 68

74 10 88 82

62 88 8 76

11 74 81 21

10:

94 1 54 68

74 10 88 82

62 88 8 76

11 74 81 21

6:

94 1 54 68

74 10 88 82

62 88 8 76

11 74 81 21

7:

94 1 54 68

74 10 88 82

62 88 8 76

11 74 81 21

8:

94 1 54 68

74 10 88 82

62 88 8 76

11 74 81 21

2:

94 1 54 68

74 10 88 82

62 88 8 76

11 74 81 21

3:

94 1 54 68

74 10 88 82

62 88 8 76

11 74 81 21

4:

94 1 54 68

74 10 88 82

62 88 8 76

11 74 81 21

5:

94 1 54 68

74 10 88 82

62 88 8 76

11 74 81 21

1:

F1 F2 F3 F4

N1

N2

N3

N4

Z4,1,2
2 = 178C � Z4,1,3

2 = 102C �

Z4,1
2 = 96C � Z4,2

2 = 97C � Z4,3
2 = 221C �

Z1
1 = 133C � Z2

1 = 104C � Z3
1 = 138C � Z4

1 = 88C �

Z0 = 41C �

I II 

III 

1 �� 
��� :��	����!����� ����!�� (�"��!
�� � ������������� �� ���������� (0!�	4
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1 � �
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����	
( 7	����� (���('( �"	�� (���('(

� �,+ / �,22 ,
, �,2 ? ,/�- �
- +2) , �-,� ?
) �/,� B 1253.6
1 �,/- / �?)- ,
+ 1297.5 4
2 �1/+ , 4
? �1/+ ? 4
B ,/�2 ) 4

��� ��� ��� 

F2C F3C �� F4 ������� �	 �"��� ���F� 
���� �
���	���� �� �����C ��"��� �"������
�	 N1C N2C N3C �� N4 ���� �"���� ���	� �7� 
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���	�
�
�0� �*""�����*�C
��� 44 = 2564��������� �
���	�&���� �
�� ��� �"�4�"� �� �7�� ���F��
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� �� ������" �
� ���*� (���!�� 58�� � ���F�
�
���	���� 6 ����!��'���� �	����� �����<'C &�"� ��( �
���	�&��<
 ����� ��"�
�7���� '"����	� � ��� � ���
��	
���� � (�"��"�!��� (�"��!
�� �	
(� 4× 3×
2× 1 = 24 

����!��'� � �
�� ����� ��
���	�
�� 5� ���F� �� � �� ����� �"�(
�&�	 ���4
!�����6C (������ �/ �� ����� � ��"� �
��
� 7��	���� ��&��"	0 &��"�� ���	��!���
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(� (���(
��� �	 �"��� ����	��� �
���
� �/ �� ����� ��&��"	0 &��"�� ���	��!���
�	
(
� 
����!0�� �������C �	��� �"� (
���3�� ��"����'C �� � $���� ���� �����
���	���� ('���<' (�" 

�
�(��� ��"� �
���	�
� 5�	 VF1C F2C F3C F4W �7(� �
�(��� �����6 � (
���3
��"� *�7��7	� ���(�� �
���	�<� �C �� � (���(���	
���!0 ����*""���� � ��"� ���(
7��	�"� ���(
����� � ����!�� �"� ��&��0 ��>

min
{F1,F2,F3,F4}

U =
4∑

i=1

M [Fi][i]

4∑
i=1

M [j][i] = 1 (j = 1, 2, 3, 4)

1 ≤ Fi ≤ 4 , Fi �"��	 (j = 1, 2, 3, 4)

� ���
��	
� �� �	���
���	�
� (0!�	������ ��'��0� 7	����<* �	 ����('(�� �
���
��	0 ��������� �"� ���	��� ��&�"�
�
��� � ��������� ��&�"�
�� ���	� ��&�����
�	 ����('( ���0 7	�������� 
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��� ��&�"�'�C ��"��� �
�(���� ���F �
�(���� ���
�
���	�&��<� ��� �	 �"��� ���F� �"�(
��0� �*""�����*� �
���	�&��<
 � � ��"�������
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���
��	
� ���*�� ����(
��� �
���	�
�� ��������*� �	����� (�"��"�!��� (�"��!
�C
�(�� �"� � ���@ <��7� � - (
���3 ����� ����� �	 � (�"��"�!��� (�"��!
� <���
5�/)6C (��� � ��
���C ����� �	!�� �	 �	 ����('(<��7�� 

%� F1 = N3C ��"��� &� F1 N34�� ��"���<� ��C ��� � (���!��0� � �7��� ���F
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