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4. Logit-regresszió

A regresszió ismert alap-eseteiben a függő és a független változó is folytonos. Ez nem mindig van így, a függő és/vagy a független változó lehet névleges vagy sorrendi skálán értelmezett.

Ha a független változót névleges skálán mérjük, akkor két vagy több csoport összehasonlításáról van szó. Ilyenkor, ha a függő változó folytonos és normális eloszlású, akkor a kétmintás t-próbát ill. varianciaanalízist használhatjuk. Ha a függő változó nem normális eloszlás szerint ingadozik, vagy nem is folytonos, csak sorrendi a skálája, akkor a két vagy több csoport összehasonlítására a rang-módszereket használhatjuk (Mann-Whitney-Wilcoxon ill. Kruskal-Wallis).

Ha a független változó folytonos, a függő változót pedig névleges vagy sorrendi skálán mérjük, leggyakrabban a logit-regresszió (vagy logisztikus regresszió) használatos. Ha a független változó sorrendi skálán értelmezhető, a függő változót pedig névleges vagy sorrendi skálán mérjük, szintén logit-regressziót használunk. Általánosabban azt is logit-regressziónak nevezik, amikor a független változót is névleges skálán mérjük. Ebben az értelemben a logit-regresszió a 2x2 ill rxc táblázat szokásos ((2-próbával való) elemzésének alternatívája.
A logit-regresszió az általános linearizált regressziós modell (szokásos rövidítése: GLIM, GLZ) egyik, de leggyakrabban használt változata.

Ha a függő változó bináris (igen/nem, hibátlan/selejtes, meggyógyult/nem), a függvény-illesztésnél a szokásos regressziós esetekhez képest két problémával kell megküzdenünk: az egyik, hogy a becsült függő változó (a bekövetkezés valószínűsége) csak a (0, 1) intervallumban vehet föl értéket, a másik, hogy a függő változó nem normális, hanem binomiális eloszlást követ, ennélfogva varianciája sem konstans.

A függő változó binomiális voltát (és nem konstans varianciáját) súlyozással vagy a maximum likelihood becslésmódszer alkalmazásával vesszük figyelembe. A (0, 1) intervallumbeli korlátozottságot a változó transzformálásával oldjuk föl. A leginkább használt ilyen transzformáció a logit.

A logit az esély logaritmusa:
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Sokszor föl lehet tételezni, hogy a logit a független változó lineáris függvénye:
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és ez általában jobb közelítés, mint ha magát a ( valószínűséget képzelnénk el x lineáris függvényeként.

36. példa

A tumor-átmérő (x) és az 5 éves túlélés kimenetele (y) közötti összefüggést vizsgálták 181 beteg adataiból. 
A feladat az, hogy függvénykapcsolatot adjunk a tumor-átmérő (x) és az 5 éves túlélés kimenetele (y) között. Tulajdonképpen a túlélés valószínűségének a függéséről van szó:
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A függés ilyenkor gyakran S-alakú, a közepes valószínűségeknél erősen függ ( az x-től, a szélén kevésbé, tehát nemlineáris. Ráadásul (  csak 0 és 1 között értelmezhető. Az ábra vízszintes tengelyén x a tumor-átmérő valamilyen önkényes egységekben, ezért fordulhatnak elő negatív értékek. Amit biztosan tudunk, az az, hogy nagy tumor-átmérőnél az 5 éves túlélés kevéssé valószínű, kis tumor-átmérőnél nagy a túlélés valószínűsége.
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Ha a ( valószínűség helyett a logitra ábrázolnánk a függést, az (legalábbis közelítőleg) lineáris lenne.
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Átalakításokkal:
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Az esélyekkel (vagyis a logittal) való számolás igen előnyös, ha retrospektív elemzésről van szó. Emlékeztetőül: gyakran úgy végzik a vizsgálatokat, hogy bizonyos betegségben (pl. tüdőrákban) szenvedő ill. abban nem szenvedő pácienseket választanak ki véletlenszerűen, és megvizsgálják, hogy valamely független változó (pl. dohányzás) egyes értékeihez milyen arányban tartoznak, ebből vonnak le következtetést a független és a függő változók közötti összefüggés létére vonatkozóan.

Amire kíváncsiak lennénk, az az, hogy a betegség előfordulásának valószínűsége mekkora az x független változó valamilyen értéke mellett, vagyis a 
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 valószínűséget szeretnénk megkapni. 
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 valószínűség (és ezzel az ( és β paraméterek) könnyen becsülhető lenne a prospektív típusú kísérletből, amelyben beállítanánk az x független változó megfelelő értékeit (hogy dohányozzék-e a páciens vagy ne), és megszámolnánk, milyen arányban fordul elő a betegség.

A Bayes-tétel segítségével fejezzük ki annak valószínűségét, hogy valaki beteg (B esemény), ha kiválasztották a vizsgálatra és az x független változó valamilyen értéke jellemzi:
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 annak valószínűsége, hogy x feltétellel valaki ne legyen beteg. 
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 annak valószínűsége, hogy valakit kiválasszanak a vizsgálatra, ha beteg és x jellemzi.


Tegyük föl, hogy a kiválasztás nem függ x-től (tehát pl. hogy dohányzik-e), vagyis 
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 annak valószínűsége, hogy valakit kiválasszanak a vizsgálatra, ha beteg, és 
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 annak valószínűsége, hogy valakit kiválasszanak a vizsgálatra, ha nem beteg. Ezeket behelyettesítve:
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Az esély:
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Az eredmény röviden:
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Vagyis a valóságos kérdésünknek megfelelő esély egy szorzótól eltekintve megegyezik a retrospektív kísérletből kiszámítható eséllyel. A szorzó a kiválasztási valószínűség aránya a két (beteg és egészséges) populációban. Az összefüggés azokra a kifejezésekre érvényes, amelyekben a valószínűséget eséllyel fejezzük ki, tehát a logitra is:
Az esélyre a következő érdekes eredmény adódik:
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vagyis az x1-gyel és x2-vel jellemzett állapot között a betegség előfordulásának esélyhányadosa ugyanaz, akár prospektív, akár retrospektív kísérletből értékeljük ki. Másként fogalmazva a retrospektív kísérletből ugyanúgy becsülhetjük az esélyhányadost, mint ha prospektív kísérletet végeztünk volna.

A tumor-példában, mint általában, azt tételezzük föl, hogy a logit a független változó lineáris függvénye:
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A logit definíciójából ekkor azt kapjuk, hogy
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A retrospektív kísérlet esetén
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Az egyenes meredeksége ugyanaz, mint a prospektív kísérletnél lenne, csak a tengelymetszet különböző. 

4.1. Dichotom függő változó, folytonos független változó

Sokszor a függő változó csak kétféle értéket vehet föl.

Tipikus adatokat mutat a következő táblázat-részlet:

	páciensek
	tumorátmérő (x)
	túléli-e az 5 évet (y)

	1
	
	1

	2
	
	0

	3
	
	1


Az 5 éves túlélés kimenetele (y) speciális binomiális eloszlást követ. A binomiális eloszlás valószínűségi függvénye:


[image: image24.wmf](

)

k

n

k

k

n

k

p

-

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

p

p

1

)

(


A specialitás itt abban áll, hogy a táblázat minden i-edik soránál egy páciens van, tehát n=1, és 1 közül 0 vagy 1 esetben valósul meg az 5 éves túlélés, ezt adja meg a függő változó yi  értéke. Ennek az ún. Bernoulli-eloszlásnak a valószínűségi függvénye:
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Feltéve, hogy az egyes pácienseknél a kimenetel független, annak valószínűsége, hogy éppen az adott táblázat (y vektor) adódjék, a valószínűségi függvények szorzata, ez adja majd a likelihood-függvényt:
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Az ( és  (  ismeretlen paraméterek a ( valószínűség x-től való függését írják le. Becslésüket úgy kapjuk, hogy maximalizáljuk a likelihood-függvényt, ill. annak logaritmusát.
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Ahogy a szokásos regressziónál, itt is a következő feladataink vannak:

a) A függvény paramétereinek ((  és () becslése

b) A függvény alkalmasságának vizsgálata

c) Statisztikai próbák a függvényre vagy paramétereire

d) Konfidencia-tartományok számítása

A paraméterek becslését ma statisztikai programokkal végezzük, a likelihood-függvény maximumkeresésének numerikus módszereivel nem nagyon kell foglakoznunk.

A függvény alkalmasságának vizsgálatára a grafikus módszerek kevésbé használhatók, mert a „mért” y értékek csak kétfélék lehetnek (0 vagy 1), és a reziduumok eloszlása ideális esetben sem normális, és varianciájuk nem konstans. 

Kétféle reziduumot használnak leginkább, az ún. Pearson-reziduumot és a devianciát.

A Pearson-reziduum a variancia négyzetgyökével standardizált reziduum:
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Ezek négyzetösszege, amennyiben az illesztett egyenes adekvát, közelítőleg (2-eloszlást követ, egyenes esetén n-2 szabadsági fokkal (mert 2 paramétert illesztünk), tehát a próbastatisztika:
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A deviancia definíciója a következő:
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ahol Lmax a likelihood-függvény adatokból kiszámítható értéke 
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 helyettesítéssel, Lmodell a likelihood-függvény értéke 
[image: image32.wmf]i

i

p

p

ˆ

=

 helyettesítéssel:
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A deviancia is közelítőleg (2-eloszlást követ, egyenes esetén n-2 szabadsági fokkal.

Lmax kiszámításánál első látásra nehézséget okoz 
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 kiértékelése a 0 helyen, de ezt a L’Hospital-szabály alkalmazásával föloldhatjuk:
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36. példa (folytatás)
A tumor-átmérő (x) és az 5 éves túlélés kimenetele (y) közötti összefüggést vizsgálták 181 beteg adataiból. A túlélési valószínűség logitjára lineáris függvényt illesztettek:
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[image: image38.wmf]tul5evm - Parameter estimates (DRPETE3f)

Distribution : BINOMIAL

Link function: LOGIT

Effect
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p
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TUATM
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1

1.872815

0.321752

33.88027

0.000000

2

-0.019812

0.008499

5.43424

0.019746

1.000000
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A becsült egyenes tengelymetszete 1.8728, meredeksége –0.0198. A meredekség ezen értéke azt jelenti, hogy ha a tumor átmérője egy egységgel nő, az 5 éves túlélés esélyének logaritmusa 0.02-dal csökken.

Mindkét paraméter szignifikánsan különbözik zérustól (a p érték alapján), tehát szignifikánsak. 

Megjegyzendő, hogy ezzel a két paraméterre külön végzett t-próbával két nem-független hipotézist vizsgálunk (mert a két paraméter nem független egymástól). A teljesen korrekt vizsgálat az lenne, ha a csak a tengelymetszetet tartalmazó modellel kapott eltérés-négyzetösszeget (vagy devianciát) hasonlítanánk a mindkét paramétert tartalmazó modellel kapott eltérés-négyzetösszeghez (ill. devianciához), a varianciaanalízis terminológiájával ezeket I. típusú vagy szekvenciális négyzetösszegeknek nevezik:


[image: image39.wmf]tul5evm - Likelihood Type 1 Test (DRPETE3f)

Distribution : BINOMIAL

Link function: LOGIT

Include condition: exit1<>6 
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A p érték jóval 0.05 alatt van, tehát a tumor átmérőjének hatása szignifikáns, ha már a tengelymetszet a modellben van.

x=0-nál (ha a TUATM=0 lenne), a logit 1.873, 
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, ez lenne az 5 éves túlélés valószínűsége infinitezimális nagyságú tumor esetén.

A binomiális eloszlás varianciáját korrigáló szorzótényező (overdispersion) szükségességét ellenőrizhetjük:


[image: image41.wmf]tul5evm - Parameter estimates (DRPETE3f.sta)

Distribution : BINOMIAL, Link function: LOGIT

Modeled probability that tul5evm = 0

Include condition: exit1<>6 

Effect
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34.66080

0.000000

2

0.01981
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A Scale sorban olvasható szorzó igen közel van 1-hez, nem szükséges a korrekció.

Az 5 éves túlélés becsült valószínűségének a tumor átmérőjétől való függését mutatja a következő ábra:
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Ha a „mért” y értékeket is be akarnánk jelölni, azok az y=1 és y=0 vonalon sorakozó pontok lennének:
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A közönséges x-y-ábrán nem látnánk a pontok többszöröződését. Ezért a föntebbi ábrán azokat a pontokat, amelyek többször fordulnak elő, nagyobb jel mutatja. Azt látjuk, hogy a kis tumor-átmérőknél gyakori, hogy a beteg túléli az 5 évet, a nagyobbaknál ez kevésbé gyakori.

A különböző (2-statisztikák, osztva a szabadsági fokszámmal:
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Mindegyik igen közel 1, ami a 
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 várható értéke lenne, tehát jónak fogadjuk el az illeszkedést.

A becslésekre konfidencia-intervallumot számíthatunk:
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A tapasztalati és becsült esélyhányados kiszámításával láthatjuk, hogy a becsült függvény magyarázó ereje csekély:
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Ahhoz, hogy a folytonos skálán értelmezett előfordulási valószínűségből jósolt (igen/nem) eseményt kapjunk, meg kell adni, hogy milyen valószínűségtől kezdve tekintjük úgy, hogy a modell az esemény bekövetkezését jósolja. Ezt általában (így a Statistica programban is) 0.5-nek szokás venni.
Látható, hogy akik túlélték az 5 évet, azoknál 97.2%-ban a modell is ezt jósolta, de 39-en nem élték túl, pedig a modell őket is túlélőnek jósolta.

A predikció jóságát szokás az ún. ROC-(Receiver Operating Characteristic)-görbével is jellemezni. Az ábrán a függőleges tengelyen a próba érzékenysége, a vízszintes tengelyen 1- a specificitás van. 

Az érzékenység annak valószínűsége, hogy az esemény bekövetkezését jósolja, amikor tényleg bekövetkezik. Például ha diagnosztikai tesztről van szó, annak valószínűsége, hogy betegnek diagnosztizálja, aki beteg. A specificitás annak valószínűsége, hogy az esemény be nem következését jósolja, amikor tényleg nem következik be. Például diagnosztikai tesztnél azt mondja, hogy nem beteg az illető, amikor ténylegesen nem beteg.

Ha a próba tökéletesen teljesít, az ROC-görbe a függőleges tengelyhez közel fut, és nagyobb 1-specificitás értékeknél az érzékenység 1. Minél nagyobb a görbe alatti terület, annál jobb a predikció.
A példában ez nem túl jó, az ábra a következő:
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4.2. Dichotom függő változó, névleges skálán mért független változó

A logit-regresszió, bár regressziónak nevezik, jóval általánosabban használható, így például a varianciaanalízis vagy a kétmintás próbák funkciójában is.

Amennyiben a független változó is csak kétféle értéket vehet föl, tulajdonképpen 2x2-es táblázatunk van. Ilyenkor a modell:
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37. példa

Az előző problémához (36. példa) kapcsolódóan most az ér-nyirokér-áttét léte (x) és az 5 éves túlélés kimenetele (y) közötti összefüggést vizsgálták (x=0, ha nem volt ilyen áttét, x=1, ha volt).


[image: image50.wmf]tul5evm - Parameter estimates (DRPETE3f.sta)

Distribution : BINOMIAL, Link function: LOGIT

Modeled probability that tul5evm = 0

Include condition: exit1<>6 

Effect

Level of

Effect

Column

Estimate

Standard

Error

Wald

Stat.

p

Intercept

ernyirokm

Scale

1

-1.03132

0.199044

26.84633

0.000000

0

2

-0.56131

0.199044

7.95264

0.004802

1.00000

0.000000


Ha nincs áttét, az 5 éves túlélés esélyének logaritmusa 1.03, ha van, 
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A szekvenciális (I. típusú) próba:
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A 2x2-es táblázat:
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A (2 próbastatisztikák:
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Az M-L Chi-square sorban a p érték ugyanaz, mint a logisztikus regressziónál, és a következtetés is ugyanaz: szignifikáns különbség van az 5 éves túlélésben aszerint, hogy a betegnek van-e ér-nyirokér-áttétje.

4.3. Dichotom függő változó, több független változó

A logisztikus regresszió modelljében több független változó is lehet, és ezek lehetnek mennyiségi (folytonos) skálán mért változók, vagy minőségi (névleges vagy sorrendi) skálán mért változók is, ill. vegyesen is előfordulhatnak.

38. példa

A 36. és 37. példát folytatva vizsgáljuk most azt a modellt, mely a tumor-átmérő (x1), az ér-nyirokér-áttét léte (x2) és az 5 éves túlélés kimenetele (y) közötti összefüggést írja le (x2=0, ha nem volt ilyen áttét, x2=1, ha volt).

Először a modell olyan változatát nézzük, amelynél nem tételezünk föl kölcsönhatást a két független változó között, vagyis úgy képzeljük el, hogy a tumor átmérője ugyanúgy befolyásolja az 5 éves túlélés esélyét, ha van áttét, mint ha nincs.
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39. példa

Vizsgáljuk most az előző példánál használt modell olyan változatát, amely megengedi a kölcsönhatást a két független változó között, vagyis lehetségesnek tartjuk, hogy a tumor átmérője nem ugyanúgy befolyásolja az 5 éves túlélés esélyét, ha van áttét, mint ha nincs.
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A próbák (és az eredményül kapott p értékek) itt úgy értendők, hogy az egyes sorokban szereplő tagok szignifikanciáját vizsgáljuk, ha már a többi tag benne van a modellben (ún. 3. típusú négyzetösszegek és próbák). 

Ha a változókat egymás után vesszük bele a modellbe, a következő szignifikancia-vizsgálati eredményeket kapjuk (az eredmény függ a változók sorrendjétől is):
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A modell becslő ereje nem túl jó. A tényleges túlélők 98.6%-át a modell szerint is ide várnánk, a túl nem élők közül viszont a modell 33-at túlélőnek jósol:
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4.4. Dichotom függő változó, sorrendi skálán értelmezett független változó

Az rxc táblázatokban nem tudtuk azt az esetet megfelelően kezelni, amelynél az egyik változó nem névleges, hanem sorrendi skálán mérhető. Ilyen volt a kórház-példa, amelynél a gyógyulás különböző kategóriáit (nincs javulás, részleges javulás, teljes gyógyulás) csak névleges skálán mért értékeknek tekintettük. Itt a kimenetelt (a függő változót) értelmezzük sorrendi skálán, a független változó (melyik kórház) névleges skálán értelmezett. A kérdés az, hogy a csoportok (az egyes kórházakban ápolt betegek) között van-e különbség a kimenetelt illetően. Ha két csoportunk van, a Wilcoxon-Mann-Whitney-próbát alkalmazhatjuk, több csoportra a Kruskal-Wallis-próbát használhatjuk. E rang-alapú próbáknál az okoz nehézséget, hogy mivel a kimenetelnek csak néhány kategóriáját különböztetjük meg (pl. nincs javulás, részleges javulás, teljes gyógyulás), nagyon sok kapcsolt rang lesz.

A logisztikus regresszióval ezek az esetek is kezelhetők.

40. példa

(D.G. Altman: Practical Statistics for medical research Chapman and Hall 1991, p. 261)

Azt vizsgálták, hogy a horkolás és a szívbetegségek előfordulása között van-e összefüggés. 

	horkolás
	szívbetegség
	(

	
	igen
	nem
	

	nem
	24
	1355
	1379

	néha
	35
	603
	638

	majdnem mindig
	21
	192
	213

	mindig
	30
	224
	254

	(
	110
	2374
	2484


Ábrázolhatjuk a szívbetegségek előfordulásának relatív gyakorisága és a horkolás közötti összefüggést. Ekkor azonnal szembesülünk azzal, hogy a független változó (a horkolás mértéke) sorrendi skálán értelmezett értékeit az ábrázoláshoz több-kevesebb önkényességgel intervallum-skálához kell rendelnünk:
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Itt ekvidisztánsan ábrázoltuk az egyes fokozatokat, lehetne másképp is: 
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Ez utóbbi választáshoz a logit-regresszió:
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[image: image67.wmf]heartdis - Parameter estimates (Snoring2)
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41. példa

(D.G. Altman: Practical Statistics for medical research Chapman and Hall 1991, p. 261)

Azt vizsgálták, hogy a császármetszés szükségessége a szülésnél összefüggésbe hozható-e a szülő nő cipő-méretével (angolszász egységekben/hüvelykben). 
	cipőméret
	császármetszés
	(

	
	igen
	nem
	

	<4
	5
	17
	22

	4
	7
	28
	35

	4.5
	6
	36
	42

	5
	7
	41
	48

	5.5
	8
	46
	54

	6+
	10
	140
	150

	(
	43
	308
	351


A független változó itt azért mérhető (csak) sorrendi skálán, mert a 4 inch alatti ill. 6 inch-es és nagyobb lábakat egy-egy csoportnak nevezték ki, a többi érték intervallum-skálán értelmezhető.

Az ábrázoláshoz és vizsgálathoz a részben sorrendi skálán mért értékeket hozzárendeléssel intervallum-skálán kell értelmezni. Legegyszerűbb a <4 helyett a 3.5, a 6+ helyett a 6 választása.
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Úgy tűnik, van összefüggés (természetesen nem a cipő miatt, hanem a cipő méretében megnyilvánuló testméretnek tulajdoníthatóan). Amit vizsgálni kell, hogy a különbségek nem tulajdoníthatók-e a véletlen ingadozásnak, ami egyébként szintén látszik az ábrán.
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[image: image70.wmf]caesar - Statistics of goodness of fit (Caesar2)
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Mindkét példánál önkényesen kellett a független változó legalább részben sorrendi skálán értelmezett értékeihez intervallum-skálán ábrázolható számokat (ún. score-okat) rendelni. Az eredmények valamelyest változnak, ha a hozzárendelést megváltoztatjuk. Biztosak lehetünk a következtetéseinkben (hogy az egyenes nem vízszintes), ha elég szélsőséges hozzárendelés-változatokkal ugyanazokra a következtetésekre jutunk.

4.5. Sorrendi skálán értelmezett függő változó

Az rxc táblázatokban az is lehetséges, hogy a függő változó mérhető sorrendi skálán. Ilyen volt a kórház-példa is, amelynél a gyógyulásnak különböző kategóriái vannak, és ezek sorba rendezhetők (nincs javulás, részleges javulás, teljes gyógyulás).

A modellezéssel azt kívánjuk leírni, hogy az előfordulási valószínűségek a független változó megváltozásával hogyan tolódnak el a kategóriák között. 
Az ábra 4 kategóriában való előfordulás 
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A 4. kategóriabeli előfordulás valószínűsége nő, az 1. kategóriabeli előfordulás valószínűsége csökken (-val.


Legyen y az a változó, amely megmutatja, hogy a vizsgált egyed melyik kategóriába kerül, és ( az ehhez tartozó valószínűség. Jelölje 
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 annak valószínűségét, hogy a vizsgált egyed a j-edik vagy lejjebbi kategóriába kerül:
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Tételezzük föl, hogy a 
[image: image76.wmf]j

g

 annak valószínűségből képezett logit (az esély-hányados logaritmusa) lineáris függvénye valamely független változóknak:
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A feltételezés tartalma nemcsak a lineáris függvénykapcsolat, hanem az is, hogy a különböző j kategóriákra ugyanazon 
[image: image78.wmf]b

 együtthatók érvényesek, nem pedig kategóriánként különbözőek. Ezt a modellt „proportional odds model”-nek nevezi a szakirodalom, mert két x értéknél számított esélyek arányosak egymással bármelyik j kategóriára:
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[image: image80.wmf]Scatterplot (pietadiagr3j 15v*4c)
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A bemutatandó első példában a független változó névleges skálán értelmezhető, a második példában folytonos skálán.

42. példa

(P. McCullagh, J. A. Nelder: Generalized Linear Models, 2nd ed. Chapman and Hall, 1989, p. 175)

Négyféle adalékkal készítenek sajtot. Az 52 bíráló az élvezeti értéket úgy osztályozza, hogy 9 kategória valamelyikébe sorolja a mintát (9. a legjobb, 1. a legrosszabb, tehát sorrendi a skála). Az alábbi áttekintő táblázatból látszik, hogy pl. a D adalékkal készült sajtot 11 bíráló sorolta a legmagasabb (9.) kategóriába, s.i.t. Ránézésre is megállapítható, hogy a D adalékkal készült sajt a legjobb, a B pedig a legrosszabb.


[image: image81.emf]1 2 3 4 5 6 7 8 9

A 0 0 1 7 8 8 19 8 1

B 6 9 12 11 7 6 1 0 0
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Legyen Fij annak valószínűsége, hogy a j-edik vagy annál alacsonyabb kategóriába sorolják az i-edik adalékkal készített sajtot. A függő változó (yi) egy bírálónál és az i-edik adaléknál az a kategória, amelyikbe a bíráló besorolja a sajtot.

A modell a következő:
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,
j = 1, 2, …, 8;   i = A, B, C, D

A Fij fenti definíciójából következik, hogy 
[image: image83.wmf]1
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, ezért csupán 8 kategóriára, a 4 adalékhoz összesen 8·4 = 32 Fij valószínűséget kell becsülni. A sajt annál jobb, minél kisebbek az alacsony kategóriákhoz tartozó Fij valószínűségek, ennek alapján az alábbi ábrán a D sajt a legjobb. Az ábra függőleges tengelyén az Fij valószínűség olvasható le.
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A logit-regressziót a következő modellre végezzük el:
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ahol az 
[image: image86.wmf]j

a

a j-edik kategória tengelymetszete; a 
[image: image87.wmf]i

b

 pedig az i-edik adalék hatása. Célunk az 
[image: image88.wmf]i
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 paraméterek becslése.

Írhatnánk a modellt a következő alakban is:
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ahol xi értéke 1, ha az i-edik adalékot adjuk, 0, ha nem.
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Mivel a 4 adalék hatását akarjuk vizsgálni, csak az ADDITIVE sorok a relevánsak. A „set-to-zero” vonatkoztatás alkalmazása miatt az A, B és C adalékok hatását a D adalékéhoz viszonyítva mérjük. Látható, hogy a B és a C hatás szignifikánsan különbözik D-től, az A hatás viszont nem, bár p értéke csak kis mértékben nagyobb a szokásos 0.05 határnál.

Minél nagyobb az adott adalékra vonatkozó becsült paraméter (Estimate oszlop), annál lejjebbi kategóriákban lesz nagyobb az előfordulási gyakoriság. Így az adalékok sorrendje:  D, A, C, B.

Számítsunk ki példaképpen néhány logitij értéket ill. Fij valószínűséget! A D adalékhoz valamint az 5. kategóriához tartozó logit érték:
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ebből FD5 = 0.0745 adódik.

Hasonlóképpen:
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 és ebből FB5 = 0.92.

Lényegében ilyen számítással készült a példa elején bemutatott magyarázó ábra is.


Vizsgáljuk meg az adalékok közötti különbség szignifikanciáját:


[image: image93.wmf]category - Likelihood Type 1 Test (McCullagh_p175cheese)

Distribution : ORDINAL MULTINOMIAL

Link function: LOGIT

Effect

Degr. of

Freedom

Log-

Likelihd

Chi-

Square

p

Intercept

additive

8

-429.901

3

-355.674

148.4539

0.00


Figyeljük meg, hogy a Scale értéke (legutolsó sor) 2.47403, tehát a becsült variancia közel 2.5-szerese a binomiális eloszlásból következő elméleti értéknek.

Vizsgáljuk az illesztett modell alkalmasságát:
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A Deviance és a Pearson Chi2 nem veszi figyelembe a Scale értékét (az overdispersion jelensége miatti szorzót), e mutatók ezért túlságosan nagyok. A Scaled Deviance és Pearson Chi2 viszont a helyesen számolt varianciával készült.

Ha nem becsüljük az adatokból Scale értékét, a következő eredményeket kapjuk:
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A hatások értékei azonosak az előző táblázatbeli értékekkel, de a Standard Error oszlopban látható szórások nem, így az előző táblázat szerint nem szignifikáns ADDITIVE „A” hatást így tévesen szignifikánsnak ítélnénk. Megjegyzem, hogy a forrásul szolgáló műben ezek a helytelen szórások szerepelnek.

43. példa

(P. McCullagh, J. A. Nelder: Generalized Linear Models, 2nd ed. Chapman and Hall, 1989, p. 178)

A szénbányászok között gyakori a pneumoconiosis nevű betegség. Azt vizsgálták, hogy ennek előfordulási valószínűsége lineáris függvénye-e a bányászként eltöltött évek számának (pontosabban annak logaritmusának). A betegség szempontjából az ILO 4 kategóriát különböztet meg, ennél a kiértékelésnél a legsúlyosabb kettőt összevonták; így az I. kategóriába az egészségesek, a II. kategóriába az enyhén betegek, a III. kategóriába pedig a súlyos betegek tartoznak. Az adatokat az alábbi áttekintő táblázat mutatja.

	
	gyakoriság

	év
	I. kategória
	II. kategória
	III. kategória
	összes

	5.8
	98
	0
	0
	98

	15.0
	51
	2
	1
	54

	21.5
	34
	6
	3
	43

	27.5
	35
	5
	8
	48

	33.5
	32
	10
	9
	51

	39.5
	23
	7
	8
	38

	46.0
	12
	6
	10
	28

	51.5
	4
	2
	5
	11


A modell a következő:
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, ahol x a bányászként eltöltött évek száma.

A Fj annak valószínűsége, hogy a bányász betegsége alapján a j-edik vagy annál alacsonyabb kategóriába kerül. A 
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 pedig annak valószínűsége, hogy a bányász betegsége alapján a j-edik kategóriába kerül, azaz
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A Fj fenti definíciójából következik, hogy 
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[image: image100.wmf]CATEGORY - Parameter estimates (Coalminers)

Distribution : ORDINAL MULTINOMIAL

Link function: LOGIT
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A táblázatból láthatjuk, hogy a bányászként eltöltött évek logaritmusának [Log(EXPOSURE) sor] hatása 0.05 szinten csak éppen nem szignifikáns, így nem volna megnyugtató elhanyagolni. A meredekség becsült értéke kerekítve –2.60.

A modell szignifikanciájának vizsgálata:
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Vagyis a bányászként eltöltött évek hatása szignifikáns.

Számítsuk ki a logitj értékeket ill. az Fj és 
[image: image102.wmf]j

p

 valószínűségeket 25 bányászként eltöltött év esetén!


[image: image103.wmf]31

.

1

25

ln

6

.

2

68

.

9

1

ln

logit

1

1

1

1

=

×

-

=

+

=

-

=

x

F

F

b

a

, 
ebből 
[image: image104.wmf]79

.

0

1

1

=

=

p

F

, ez a valószínűsége annak, hogy egy bányász 25 év után nem szenved a betegségben.
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Mivel 
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, ezért a 
[image: image109.wmf]2
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 valószínűségre 0.11, a 
[image: image110.wmf]3

p

 valószínűségre pedig 0.10 adódik, vagyis 0.11 valószínűséggel enyhe, 0.1 valószínűséggel súlyos pneumoconiosisban szenved.
4.6. Általános linearizált modell, probit-regresszió
4.6.1. A modell-család általánosabb megközelítése

A függvények illesztésénél, ha az összefüggés nem lineáris, gyakran úgy járunk el, hogy a mért függő változó értékeit transzformáljuk (így lesz például az exponenciális függvényből lineáris). Ilyenkor a függő változó hibáját is transzformáljuk, tehát a megfelelő súlyozásról kell gondoskodnunk, hogy a becslés jó tulajdonságú (minimális varianciájú) legyen. A varianciaanalízisnél is alkalmazott Box-Cox-transzformációnál a konstans variancia eléréséhez ill. a legegyszerűbb modell-alakhoz szükséges transzformációt keressük meg.
Az általános linearizált modellnél (General linearized model) nem az adatokat, hanem a modellt (az illesztendő függvényt) transzformáljuk.
A modellnek három fő eleme van (az eredeti angol elnevezésekkel):

· systematic part: a transzformált függő változóra érvényes modell, pl. lineáris

· random part: a függő változó eloszlása (pl. binomiális) és annak varianciája

· link function: a transzformáció

A következő táblázat áttekintést ad az alapvető típusokról.
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A hagyományos legkisebb négyzetek módszerénél a legegyszerűbb esetben lineáris függvényt és konstans varianciájú, normális eloszlás szerinti ingadozást tételezünk föl, a függő változót nem transzformáljuk. Az eloszlásnak két paramétere van, ( és (2. Súlyozott esetben a varianciát nem vesszük konstansnak, hanem x függvényeként kezeljük. 

Binomiális eloszlású függő változó esetén a variancia az itt az egységesség kedvéért (-vel jelölt paraméterrel (a jegyzet többi helyein ( a jele) és a minta n elemszámával egyértelműen meghatározott. Az overdispersion esetén ezt a varianciát még egy ( tényezővel megszorozzuk (a Statistica táblázataiban Scale a neve). A transzformációra (link function) háromféle függvényt szokás használni: a már bemutatott logitot, a következő alfejezetben ismertetendő probitot és az ún. complementary log-log függvényt.
Poisson-eloszlású függő változó esetén a variancia a Poisson-eloszlás itt (-vel jelölt paramétere (másutt (), a transzformációra (link function) a logaritmus-függvény szolgál. Az eljárást loglineáris analízisnek nevezik, mert a függő változó logaritmusára írunk föl lineáris függvényt.

4.6.2. Probit-analízis
Egyes gyógyszerek (vakcinák) hatását úgy vizsgálják, hogy megnézik, hogy élőlények reagálnak-e rájuk vagy nem. A válasz tehát vagy igen, vagy nem, azaz kvantált, ezért az ilyen vizsgálat neve a szakirodalomban quantal response assay. 

A dózis-hatás összefüggés azt írja le, hogy az egyes dózisok milyen arányban váltanak ki reakciót. Azt nem lehet kérdezni, hogy egy egyed milyen dózisra reagál, mert nagy különbség van az egyedek között. Amit biztosan tudunk, hogy igen kis dózisra egyik egyed sem reagál, nagy dózisra mindegyik. Ugyancsak igaz, hogy a dózis növelésével a reagáló egyedek aránya nő. Ha erre “elméleti” görbét képzelünk el, az S-alakú (szigmoid) lesz. 

A Gauss-hálóhoz is vezető megfontolás szerint, amennyiben a diagram függőleges tengelyén a kumulált relatív gyakoriság (az eloszlásfüggvény) értéke helyett a normalizált (standardizált) normális eloszlásnak az eloszlásfüggvény adott értékéhez tartozó u változóját ábrázoljuk, a vízszintes tengelyen ábrázolt x-től (dózistól vagy annak transzformáltjától, pl. logaritmusától) való függése egyenes lesz. Ezt a transzformációt probit-transzformációnak nevezik.
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A következő ábra mutatja, hogy a logit- és a probit-transzformáció között kicsi a különbség. Hogy melyik szakmában melyiket alkalmazzák, inkább a hagyományokon múlik.
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