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 �����!�G 
���A �i = 1, 2, . . .N�

��� ����� ��!
�������A t◦i
�7� .����� ��!
�������A t∗i
��� ���� ��
����� ?�� ����A ci

&� ��� �����!�G 
���A �j = 1, 2, . . .M�

��� ����� ��!
�������A T ◦
j

�7� .����� ��!
�������A T ∗
j

��� ���� ��
����� ?�� ����A Ci

���
 ������
' (�� ��
�< �� �����	� ���
 ������
' �� 
��
��� �% �
���3� ����
��
 ?�� ���� H������:���!
�������×��!��I� 6�!��
�
 ������� 
���� ��
���	��� 
���� 7�	������ �� 
������ �����!� ��� 7� ��	��	���
 �� (t∗i − t◦i )×ci<
(T ◦

j − T ∗
j )× Cj �

�� .���!�	 
��� �% ���	����� ��
 	�!�� �% ����� 
����
������ *�� ���!
	�A �
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��3� ��
�����< ��!
�������< ��
 !���!�! ��!
������� ���� �% ���	��� �����<

�������< ��!
�������< ��
 ���
�������� ���� �% ������� ����!�
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���� �% ���� ���������� ����	�
��� �	�� ������� ��
 ���	����< ����� ��������	

��
������ ���		 ���������< ���� ���
����"���< �����

��  ��� �% ���� ���������� �� %������� �% ���� �����%�� ����

/� �
���3� ����� �% ���	����� ����� J:m3 ���	��� �������

�)� 6�
��������� ����� �% ��
����
 	�%���!�

-�������� �� �
��!�	 ��� �� � "��� 
�K���	� ���� �"�� �� ���� ����< �����%���
��� %�		����� ��!
	�%���� ����!
����� ��� ����		� �

	��
A

�� ���� ��
������� ��� ��
�
��
��� �% ��!
������� ����� ��������� ��� �� 	����
�������� �������������

�� ���� ���������� ��� !�
�		�
 �� �������������� �����< ���� ��� %�		�����
������	 ��	�����A

Q = UA∆T��

∆t�� =
∆T1 −∆T2

ln
∆T1
∆T2

����� ∆T1 ��
 ∆T2 ��� �

����� ��!
�������� �� ��� ��
� �% ��� ���� ��2
�������A ��� ��	�� !���� ��	
 ���	��< ��
 ��� ���	�� !���� ��	
 ��	��< %��
��!
����� 	�������!�� !��� �% �

����� ��!
���������

�� ;�����
 �% 
����	�
 !�
�		��� ��� �"���		 ���� �����%�� ���9����� U < ������

��� �� �"����� �������� U �� �

	��
 %�� !�
�		��� �		 ��� ���������� �� ���
�������< ��

�7� �� �� ��!
���
 ��
1

U
=

1

α1
+

1

α2

����� ���� ��
�"�
��	 �����! i �� ���������=�
 7� � �������� ���� �����2

��� ���9����� αi ���� �����
������ �	�� ��� ��		 ���������� ��
 ���
�K���� �% %��	����

&�  ���� �% ���� ���������� ��� �

����!���
 ��

K = c+ aAb

����� A �� ���� �����%�� ����< a< b< ��
 c ��� ���������� '�����		� c = 0< ��

��
����� b �� � ��!7�� �!�		�� ���� ��

������� ��������� ��� � 
�����"� �K��� �� �����!��� ������� �% ���� .�� %�	2
	����� "������� ��"� �� ����� ���� �������A
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#
	�
 ��'������" - �����! ��� !���� ��"���	 ����� �����!�< ��
 ���� �� ���
!���� ���! �� 
�K����� ��8������ �	��� ��� 
���� ���� �	�������"�� ��� �����
�� !������ �"� �"$ 
�% %"$� �����! � !������ �����!� � ��
 � �� 
�K�����
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#��	���� �
	�
��" .�� ��!� 
��� �% ��	
 ��
 ��� �����!� ��� !���� ��"���	
��!�� �� � ��������� .���� �� �	���� �� 	���� ������� !���� 7�������
 7������
���!< ��������� ��� �����7����� !������ ���	
 7� 	�!
�
� 6�K����� ��8������
��� �	�� 7� ����������
� ���� � ��!
	� ���� �� ����� �� !��" �"��
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@ 7�������� ����	�� �� -��	���� �% ��� ��!�
�����! ���� �!�		�� ��
�������� C������� ��� 7� !�����
 ���� 
�K����� �����!�<
��� 7� %������ 7������
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��!7�� �% 
����7	� ������� ���������� �� �	#����
�
�
�# 7� �������� ��	� �����
���������� ������"�7	� �% ��"�� N ��	
 ��
 M ��� �����!� ������ �����
�����
!�	��
	� !������� �� 7��������< ��
 ��	� ��� ���	��� �����! ��
 ��	� ��� �������
�����! �����
���
� .�� !���!�! ��!7�� �% !������ �

����!���	� ��

MIN = (N + 1) + (M + 1)− 1

��� ��!7�� �% 
����7	� !������ ��

MAX = (N + 1)(M + 1)− 1

7������ �� !���� �� 
������
 7������ ��� ���	������ .�� ��!7�� �% 
����7	� ��!2
7�������� �� (

MAX

MIN

)
=

MAX !

MIN !(MAX −MIN)!

.��� �� �� �������!���	 ��!7�� �"�� ���� �!�		 N ��
 M �  ����
����� !�	��
	�
!������ !���� ��� ��!7�� ��� 
�����< ��
 ��� 
����7�	��� �% 7�������� !���� ���
��!7�� �% 
����7	� ���������� 
�������		� ��3����� *��! ����� �������� ����	
 ��
�
��!�	 ��� 7� ��	����
�

��� ������ ���������

-����
��� �� ��
�������< ����� �% ���� ���� !���!�! ������ ����"���< ���� !��2
�!�! ���	��� �����< ��� !��� ������ ��� �
��!�! ����� ���� ����� ���� !���!�!
����"��� ��
 �

	���� �������"� �������	 ������� ��
 ���	���� .����%��� ������2
��=��� �� �
��!�	 ��� �� ��������
 �� ����� ���� ������������ ��� ���� !���!�!
����"���� �"�� �
��� %��! ���� �
��< ����	�
�� �� !���!�! 
����7	� ������ ��2
��"��� ��
< ���� �� ��� ��!�< !���!�! �������	 ������� ��
 ���	��� 
�!��
< ��
���%�	 %�� 
��2����!����� ��� ��
����
 ����� �% ��� ��� �"�� 7�%��� 
������
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C0 =

M∑
j=1

(T ◦
j − T ∗

j )Cj

H0 =

N∑
i=1

(t∗i − t◦i )ci

;� � ������ 	���� ���� !���!�! ����"��� ���	
 7� ��� !���!�! �% ��� ��� 3������
;% H0 < C0 ���� !���!�! ����"��� ���	
 7� H0< !���!�! ���	��� ���	
 7�
C0 − H0< ��
 ������� ���	
 ��� 7� ���
�
� ;� ��� �

����� ���� �� ���	
 ���
���
����"� ����	�� ���� �������� ��� ��	�� �% C ��
 H �

0���!�! ����"��� �� ������		� �!�		�� ���� �7�"� 7������ ��� ��"�� ��!
���2
����� ���������� ����������� �� ���� �����%�� 7������ ��� ��
 ��	
 �����!�� .����
����������� ��� ����� ���� ������� 7� ��	�� 
���	����' �� 
����!��� ��� �����	
!���!�!�

����� �������	
 ��
�
�

���� 
���� ���
 �% ��	
 �����!� ��� 7� "����	�=�
 �� t−E 
�����! �tA ��!
�������<
EA �������� ���� � 
�����! �� ����� �� !��" �"�� ����� ��
 ������ ��!
�������� t◦i
��
 t∗i ��� ����� �� ���� t� ������� 
���� ���
 �� 
�����
 7� Q �� ���� E� 6������

�������� 	��� ��
������� � �����!< ���� � 	��� ���������� 
����� � ��
 ��

�

� �
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� �

�

t

t◦

t∗
T

T ◦
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EE QQQQ

*����� ��&A ���� ���"��

.�� 	��� �� �� �������� >��� 7������ ���� ��
����� �% ��� �����! �� ���������
;�� �	�
� �� 
��
�������	 �� ��� ����
����	 �% ���� ��
������

����� ������ �� � 8������� ��	���
 �� ��%������ 
����< ��
 ��� E 7�� Q �� �!2

������ ����< ��� 	���� ��� 7� ���%��
 �� ��� ����� �� 	�%�< �	��� ���� E� 4��� ��
��
������� ��� ��!� �����!< �� � �����! ���� ��� ��!� 
���< �� 	��� �� �� !��"
�"��

��� �����! ��� 7� ��
�������
 ��� ��!� ���� 4��� �� ��
������� ��� ��!� ���
�����!< �� � �����! ���� ��� ��!� 
���< �� 	��� �� �� !��" �"��

.���	 ������� ���
 �% �		 N ��	
 �����!� ��� 7� ��
�������
 ���� � ��
����
�
���.�� 5���
����	 �% ��� �	�
� �� 
��
�������	 �� ��� ��! �% ��� ���� ��
������� �%
�		 ��� ��	
 �����! �� ��� �����	 ��!
��������
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*���� ��� ��� �����!� ����	
 7� ���%��
 �	��� ���� E �� ���� ����� 
��>����

�������� �� ���� E >��� �����< ��"� ��� ��!!�� 
����< ��
 ���� %��! � ���������
�����"�	� .��� �� ����� �� !��" �"� &"$� 4����� �% ��� ������� EA − ED ��
>��� ��� ��! �% ��� ��
�"�
��	 	������� .��� ��!
������� �����"�	� ��
 ������
�����"�	� �	��� ����� ��� ��!
����� 	��� ��� �������� �	�
� ��� �������
� .���� ���

����!���
 7� ��� �������������� ��!
��������� .��� ��� ��� �7����� 
����� � ��

� �� !��" �"� &"$< ��
 ��� ���
����"� 
��>������� EE ��
 EF �� !��" �"� �"$�

.���
< ��� �������� 	��� 7�	������ �� ���� ��!
������� �����"�	 �� 
����� .���
�� ����< ��"�� ��� ��"���
 ������ �����"�	 ���� 	����� Q< ��
 ��� ��� ��
2
����
��!
��������� .��� �� 	��� �� �� �����"�	 HtA< tC I< ��
 	��� �� �� �����"�	 HtB< tDI<
��
 � 	��� �� �� 
���� �� ��� �"��	�

��� �����"�	 HtC < tBI� -%��� 
�����
��� ���
�������	 	����< ��� ��!
����� 	��� ��!���� �����

����� �������	
 ��
�
� ���������
�� ��� �����

���� �������� 7������ ��
�"�
��	 ��� ��
 ��	
 �����!� �� ����� ��!
������� ���2
����� ��� �	�� 7� ��
�������
 �� t#E 
�����!�  D������������ ���� �������� ��
��
�������
 7� ��� ���� 	���� �� !��" �"� 
"$� .�� ��"���
 E �������� ������
�<
��
 ��� ��!
�������� �% ��� ��� �����! �� �"�������� �"�� ���� �% ��� ��	
 �����!�

;�%����7	� ���� �������� �� ����� �� !��" �"� &"$� ���� 7�	���� �� D�L�< 7��
��� ��� �����! �� ��� �"�������� ���!�� ���� ��� ��	
 �����!�

.�� ��!� 
�����
	� ��� 7� �

	��
 �� ��!
����� ���"��< �� ��		� 4��� ��������
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������ ���� ��������< ��
 ��� �����
 4�� �% .���!�
���!���
!��� 7� �����3�
�

E2�"��	�

��� ������� �� �% ��� ��!
����� ���"� �� ��
 ��	
 ��!
����� ���"�
�� ��
������� ������ ����"���� $���"���
 ������� �� ��
������� ��!������ ����2
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��� 
�!��
 �% ��� ��	
 �����!< ������� ������� �� ��
������� ��!������ ���	���
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�
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���� 	���� �����
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C� ���%���� ��� ���"�� �����
 �����< ���� ��		 ��������� ���� ����� �� ����� ��
!��" �") %"$� ��� �����!� 7���!� ��
�� ��	
 �����!� �� ������� 	
< �� ���� ����
� ��������� �� ��%����7	��

0���!�! ������ ����"��� ��
< �� ��� ��!� ��!�< !���!�! ���	��� �����!
����
�� �������
 7� � ��������� ���� ��� ��� ���"�� >��� ����� 7�� 
� ��� ���������� ����
� ��	�� �� ����� �� !��" �") �"$� .�� �����
���� �� ��		�
 ��	�� ���	
< ����
	�7�		�
 ���� �< ��� ���
����"� ��!
������� �� ��	�� 
�
����
���� 0���!�! ������
����"��� Qmax< !���!�! ������� Hmin< ��
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� ��� ����	
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�
��
�
�� ��� �����	 ��������� ��
 ���� 
�����< 7�� � !���!�! ���� �����%�� ���� ���
7� ��	��	���
 �����
����"�	� �� ���!� .��� ���� !���!�! �� �	�� � %������� �% ���
��7������	� ������ 0-.< ��
 ��� 7� 
����!���
 ����� ��� �
�� �% ��2��		�
 .��
����
���
 
��	�����

7��
 ������� 
�% 8���	��
�8 
�
	 	�
��1��

0���!�! ���� �� !���!�! ������ ����"��� 7�	���� �� � ������� 7���
 �� 
�����
	�
�% ����������������

;� �� � 7���� ���� �
������� ����	�
�� ���� �������������� �������!��� �� !���
�9����� �� ����!�
���!�� ����� ���� ��2������� ����

t1t1

t2t2

T1T1 T2T2

��: 7�:

*����� ���)A 0���� �	�������"��

;� ��
�� �� "���%� 
��%���7�	��� �% �������������� ����������< �����
�� ��� �	���2
����"�� ����� �� !��" �"�/�

-

	� ��������
∆j,i = Tj − ti

α =
Q

ci

β =
Q

Cj

 ����� �� ����	 ���� �����%�� ���� A �� � 3� ����	 ���� 	��
 Q ���� �������� %��!
�������!��� �: �� �������!��� 7: ��� 7� �������< �%��� �	��7���� !���
�	������<
��

∆A =
(α− β)−1

U

[(
ln

∆1,2 − β

∆1,2 − α
+ ln

∆2,1 − β

∆2,1 − α

)
−
(
ln

∆1,1 − β

∆1,1 − α
+ ln

∆2,2 − β

∆2,2 − α

)]

��

���< %�� ���!
	�< ���� ���� A �% ��� �������		� �������!��� �: ��� !���!�	@
���� ��� ��	��	���
 ������ !��� 7� 
�����"�� �����

(∆1,2 − β)(∆2,1 − β)(∆1,1 − α)(∆2,2 − α)

(∆1,1 − β)(∆2,2 − β)(∆1,2 − α)(∆2,1 − α)
> 1
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���� 7� ���������!���A

(T2 − T1)(t2 − t1) [(∆1,1 − α) + (∆2,2 − β)] ≥ 0

0�!7��� �� �8���� 7������� ��� 
�����"�< ����

(T2 − T1)(t2 − t1) ≥ 0

;� %�		��� ���� ����� �% ��� 7�������
 ���!� ��� ��� ��!�� ;� ����� ���
< ���!��
��� �����! �� !�����
 ���� ��� ���!�� ��	
 �����!< ��
 "��� "�����

.��� 
���% ��� 7� �

	��
 �"�� �% ��� �����
���
 ��� G�����!�G ��� >��� ��������
�% ��� ��!� ����	� ��� �����!< ��
 ��� ��!� �� ���� %�� ��	
 �����!�� ;� ���� ����
������������� �����
� ��������� �� 
��"�
 7� 
��%���7	� �� ���� �% !�	��
	� !������<
�� ��		�

+��%��� ��������������� ���	
 !��� ���� ��	
 �����! �������� ���� �8��	 ��!2

������� t ��� !�����
 ���� ��� �����! �������� ���� �8��	 ��!
������� T � .���
��� 7� "����	�=�
 �� �   
�����! 7� "������	 ���� �����%�� 
���������< ���� ��!!��
��!
������� ��� �������� �!�� ���� �� ��!!�� ��!
������� ��	
 �������� �"�� �
��!!�� ������ �������< �� �� ����� �� !��" �"��" 
"$�

EE

t, Tt, T

��: O������	 ���� �����%�� 7�:  ������� ���� �����%��

*����� ����A O������	 "�� �������� ���� �����%��

���� � "������	 ���� �����
��� ���	
 7� �����"�
 7� 7�������� ��� �����! ���"2
�	�< ��
 
�������� !��� �!�		 ���� �����������  ��� ��
����� b �� ����		� � ��!7��
�!�		�� ���� �< ��
 ���� �

	���� %���� ���������� ���� ����2��������< �� �� �����
�� ��" �"��" &"$ �� ����
��� .��� ����	 ���� A ��������� 7�� ����� 
��������

- ����	� !���� �� ����� �� !��" �"��� -		 %��� ��!
�������� ��� �����< �����
��� 	�������!�� !��� 
��"��� %���� ∆ ��� 7� ���
�	� ��	��	���
� +��>������ �% ����
E �� ���� 	��
 Q� ;% �"���	 ���� �����%�� ���9����� U �� ����!���
 ���� ��� ����
�����%�� ���� ��� 7� �� ���� ��	��	���
 ��

A =
Q

U∆
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��� ��� ���� ����� ��� ��"���	 ���� ���������� ���� ���� 	���
� Qi< ��

���� ��� ��!� %�� ��!
��������< ��
 �8��	 �"���	 ���� �����%�� ���9������ U � .���
����� ����	 ���� ��� 7� �	��	���
 ��

A =
∑
i

Ai =
∑
i

Qi

U∆
=

1

U∆

∑
i

Qi =
Q

k∆

�����
Q =

∑
i

Qi

.��� ��< �% !��" �"�� ��
������� ��!
����� ���"� �������� ����< ��� � ��� ��

� ��	
 �����!�< ���� ���� ��� 7� 7������
 �� 7���!� ( ��� ��
 ( ��	
 7�������
��������
 ���� ( ����������< ��
 ����� ����	 ���� ��� 7� ��	��	���
 �� ���� ���� �
����	� ��������� ���� ���� 	��
 Q ��
 ��� %��� ��!
���������

7��
 �������

 ����
�� ��� � %�		   
�����!< ��
 ��7
�"�
� ��� 
��>������ �� ��� ������ ����
�� �����"�	� ���� �������� �	�
��< �� �� ����� �� !��" �"��� -"����� 	�������!��
�

����� ��!
������� ∆j ��� 7� ��	��	���
 �� ���� j< ���� !���!�! ���� Aj

7�	������ �� ���� ������ �����"�	 j ���� ���� 	��
 Qj ��� 7� ��	��	���
 �� 
�������

�7�"�� ����� ��� !���!�! ���� ��

Amin =
∑
j

Aj =
1

U

∑
j

Qj

∆j

�	����	� 7����� �

����!����� ��� 7� ��"�� 7� �

����!����� U 7������ ���
�����!� i ��
 m ��

1

Ui,m
=

1

αi
+

1

αm
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∑
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1

∆j

∑
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Qi,j

αi
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α = ��������

*����� ���,A 5����3� ���������

5�����

α =
EC − EB

EC − EA

β =
AA −AB

AA −AC
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��		�
 ���# ���
���� ���� %������ ���< ���� ��� %�		����� ��
��������A

-

	������� �% ��	� & �� ��	
�
 7� !�������

∆
(1)
k =

Dk

Wk
(k = 1, 2, . . . , C − 1)
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.���� ��!7��� ��� �� 7� 
����!���
 �� ���� 
����7	� ��8������< ��
 ��� ��� �������
� �� ��	����
�

C��� "������� �% ������� %����� !������ 
�9��	�� �% ����A

∆
(2)
k =

(
F

THK − TLK

)
k

∆
(3)
k =

(
F

αHK/LK − 1

)
k

����� F �� %��
 �% ��� ��	�!�< HK ��
 LK ��� ���"� ��� ��!
����� ��
 	���� ���
��!
�����< ��� �����7����� ��!
������ �� 7� ��
�����
 �� ��� ���< T �� ���!�	
7��	��� 
����< α �� ��	���"� "�	���	���� F �� ����!���
 �� ���� ��	�!�� �� ��� ��8������
.�� %������ ��� ��!!�
 �
A

∆(n) =

C−1∑
k=1

∆
(n)
k

��
 ��� ��8����� ���� ��� �!�		��� ��! �� ��	����
�
�"�� 7����� �� 
����!����� !���!�! "�
�� ?�� ���� �� ���� ���< ��
 ��� ��2

8����� ���� ��� 	���� ����	 !���!�! "�
�� ?�� ���� �� ��	����
� 0���!�! "�
��
?�� ���� ��� 7� ������� ����!���
 ���� /	#�����#G� �8��������

����� #
/�
����� )�	� �$����� �
��
������

 ����
�� 
����!������� �% ��� 
	���� �% !������� ���� C< C − 1< � � � < 2 ��!
�2
���� !�������< �������� ���� �
��!�=��� �����
��� �� ��� ����� 
������� "����7	��
���?�� �����< ��!7�� �% ������ ����� �� ��7��8���� 
��������� .���< ���� �� � %���2
��!
����� !������ 
��7	�!< � 
������� ��������� 
�
����
 �� !��" �"� �� �7�����
�

[ABCD]

[A/BCD]
[AB/CD]
[ABC/D]

[ABC] [D]
[AB] [CD]
[A] [BCD]

[B/CD]
[BC/D]
[AB/C]
[A/BC]

[B] [CD]
[BC] [D]
[A] [BC]
[AB] [C]
[AB] [CD]

[C/D]
[B/C]
[A/B]

[A] [B] [C] [D]
���

u1u2u3

d1A

d2A

d3A

s1A

s2A

s3A

s4A

∅

*����� &��A 6������� ��8�����
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0��� ���
� �% ��� ��	��	����� ��� 
�!��������
< �� ���!
	�< �� .
&��� �"�+��
0���!�! ����< ���� ,��,( �� �7�����
 �� ��� 	��� ����  ��� �% �
��!�	 ��
�������
��8����� 7�	������ �� ��7!������� �� ������� �� ��� �% ��� ���
����"� 3��� ���< ��
���� ��� �
��!�	 ��8����� ��� 7� 7���������
A H-C :6I< H-C: I< H-:CI�

;� ��
�� �� ����� ��� ��	��	����� �� ��� 3��� ���< ��� ��� �� ����!��� ?�� �����
��
 ��!
������� �% ��� %��
 �����!� �� ��� ��
 �% ��� ��8������ .��� �� 
����7	�
��	� �% ����
 
����� ��
:�� ����"��� �
���3������� ��� �

	��
� ;� ���� ���� 
��%���
��
������� �� � ��

 �

����!����

��� -�
�����
 �,�������

 ������� ��	���"� "�	���	����� ��� ����		� �

	��
 �� ��� �����2��� ��	��	������� 6�%2
������� �% ��	���"� "�	���	��� ��

αi/j ≡ Ki

Kj

����� K �� �8��	�7���! �����A

Ki =
yi
xi

;� ��
�� �� ��!
	�%� ��������< �� ��		 ��� 
�3�� ��	���"� "�	���	��� 7������ �����2
7����� ��!
������ 7�� �		 ��		 7� ��	���
 �� ��� ��!� ��%������ ��!
����� ∗< ��
���� � ����	� ��
�� ��� 7� ���
 �� ��%�� ���!A

αi ≡ Ki

K∗

����� K∗ �� �8�	�7���! ����� �% ��� ��%������ ��!
������
.��� �������� ��!
	�3�� ��
�������� ���� ��	���"� "�	���	������ *�� ���!
	�< �8��2

	�7���! "�
�� !�	� %�������� ��� 7� ��
�����
 �� ��� %�		����� ��� �% 	�8��
 !�	�
%�������� ��� �����A

yi =
αixi∑
j αjxj

.��� ��� 7� >����3�
 ��

yi =
Kixi
1

=
Kixi∑

j yj
=

Kixi∑
j Kjxj

=

Ki

K∗xi∑
j

Kj

K∗xj

-

����!����� 
����� �% -�	��' !������� ��� 7� 
��%��!�
 ���
����		� �

	�2
��� ��� ����!
���� �% �������� !�	�� �"��?�� ��
 ��� ��		 ����� ����-�8������

�����!� - ��!�	�� 
����� %�� !�	����!
����� ���� ��� 7� 
��%��!�
 �% �� �� ���2
��
���
 
���
�27������ ����"��< 7����� ��	��	����� �� �����"�
 ���� /	#�����#G�
�8�������� ;� � ������ �% �����	��< /	#�����# + !7987A87", ������	�=�
 ��� �
�������
	��� �% ����-� �	# ������ �� !�	����!
����� �����3������< �� %�		����

$

�� �
������� 	��� �� ������� �	�� ���� � ��!
����� 7�	���� �����
 ��� �

��
����������� 
��� �% ��� ��	�!� 
��� �� ��!� ����� n − 1< ���	�
��� ��� 7��
���<
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D< xD

L

L

V

V

yn

xn−1

�

�

n− 1

n

*����� &��A $

�� ������	�!���

�� �� ����� �� !��" �"�� -���!��� �������� !�	�� �"��?��< ��
 ����� ��������
	�8��
 ��
 "�
�� ?�� ����� L ��
 V < ���
����"�	�< ��� 7�	���� �� ������� ��

L

V
xi,n−1 +

D

V
xi,D = yi,n =

αixi,n∑
j αjxj, n

0�	��
	� 7��� ��
�� ����
αi

αi − ϕ

����� ϕ �� � ��!
�����	� ������� 
���!����� �ϕ �= αi�< ���� ��! �
 ��� �8�������
�7�����
 ���� ��� �iM�< �< � � � < C�A

L

V

C∑
i=1

αixi,n−1

αi − ϕ
+
D

V

C∑
i=1

αixi,D
αi − ϕ

=
1∑C

j=1 αjxj,n

C∑
i=1

α2
ixi,n

αi − ϕ

 ���� ϕ �� ����

D

V

C∑
i=1

αixi,D
αi − ϕ

= 1 �&���

��7������ ��
 ��������� �� ���

L

V

C∑
i=1

αixi,n−1

αi − ϕ
=

ϕ∑C
j=1 αjxj,n

C∑
i=1

αixi,n
αi − ϕ

�&���
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�8������ �&��� ��� C =�����< �		 ��� 
�����"�< ��
 ��
�����
 7� ��	���"� "�	���	�����
αi �����
��� �� !��" �"�� 6����� ��� =��� %�		��� 7������ αi+1 ��
 αi 7� ϕi ��


����� �� =��� %�		��� 7������ ) ��
 αC 7� ϕC � ���� �% ��� C =����� �����3��

ϕ
α1α2α3

D

V

∑C
i=1

αixi,D
αi − ϕ

− 1

*����� &��A ���
� �% �

�� 
���G� /	#�����# �8������

�8������ �&���� ��	��� ��� ��� �% ���!< ���� ϕLK S� � ϕHK ��T�T���< ��7�������
���! �� �8������ &��< ��
 ���� 
�"�
� ��� ���� ��� �����A⎛

⎜⎝
∑

i

αixi,n−1

αi − ϕLK∑
i

αixi,n−1

αi − ϕHK

⎞
⎟⎠ =

(
ϕLK

ϕHK

)⎛⎜⎝
∑

i

αixi,n
αi − ϕLK∑

i

αixi,n
αi − ϕLK

⎞
⎟⎠

.�� ��
�������� �� 7�� 7������� 
�K�� �� ����� ��!7��� ��	�< ��
 ��� ��	���
 ��
�����7����� ������� 1���� �
 ��� ��!� �8������ ���� ����� ��!7��� ���%��
 7� �<
��
 ��7������� C� ��
������ ���� ������< ��� �7����� �� ��
������� "�	�
 �� ���
�������� �������A⎛

⎜⎝
∑

i

αixi,D
αi − ϕLK∑

i

αixi,D
αi − ϕHK

⎞
⎟⎠ =

(
ϕLK

ϕHK

)NR

⎛
⎜⎝
∑

i

αixi,f
αi − ϕLK∑

i

αixi,f
αi − ϕHK

⎞
⎟⎠

����� �= f �� %��
 ���� ��8����� ��!7��< NR �� ��!7�� �% ������ �� ��� ���������
�������� C��� ��!������ ��
 
���!������ �% ��� 	�%� ���
 ��
� ��� �8��	 �� V/D
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�����
��� �� �8������ �&���< �� ���� 3��		�

1 =

(
ϕLK

ϕHK

)NR

⎛
⎜⎝
∑

i

αixi
αi − ϕLK∑

i

αixi
αi − ϕHK

⎞
⎟⎠

f

�&���

��!�	��	� �� ��� ����

��� ������� ����� ��� 
���!���� �� ����

W

V ′

C∑
i=1

αixi,W
αi − ψ

= −1 �&�&�

��
 ���A

1 =

(
ψHK

ψLK

)NS

⎛
⎜⎝
∑

i

αixi
αi − ψLK∑

i

αixi
αi − ψHK

⎞
⎟⎠

f

�&���

����� V ′ �� "�
�� ?�� ���� �� ��� ����

��� �������< ��
 W �� ������ 
��
��� ?��
����� U����� ψi �% �8������ �&�&� %�		 7������ αi S� αi+1< ��
 =��� ψ1 �� ������ ����
α1< ��� !��" �"��

ψ
α1α2α3

W

V ′
∑C

i=1

αixi,W
αi − ψ

+ 1

*����� &�&A ���
� �% 	���� 
���G� /	#�����# �8������

0��� ��� �% /	#�����#G� �8������� �� ���� !���!�! ��?�� ����� ��� 7� 
����2
!���
 ���� ���!� .���� �� � ��!!�� ���� �% �8������� �&��� ��
 �&�&� �� !���!�!
�������	 ?�� �����< ���� ��� 7� 
��"�
 ������� ��� ������ .�� ��!!�� ���� %�		�
7������ ��� ��	���"� "�	���	����� �% 
�����7����� ��� ��!
������ �L ��
 4L� 6�����
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���� ��!!�� ���� 7� φ< ��
 ��7������� �� �� 7��� �8�������A

V =

C∑
i=1

αiDxi,D
αi − φ

−V ′ =
C∑
i=1

αiWxi,W
αi − φ

-

 ���! ��������A

V − V ′ =
C∑
i=1

αi(Dxi,D +Wxi,W )

αi − φ

.��� ���� ������� ���� Dxi,D +Wxi,W = Fxi,F ��
 Fq = L′ −L< ����� q �� ����
����� �% ��� %��
� .��� ��� %��! ��

1− q =

C∑
i=1

αixi,F
αi − φ

�&�(�

;% ��!
������� ��
 ���� ����� �% ��� %��
 �� ����� ���� ��� ��� =��� �% �&�(� ���
7� 
����!���
 ���!�����		��< ��
 7� ��7��������� �� �� �8������� �&��� ��
 �&�&�
��� �7����� !���!�! "�	��� �% V ��
 V ′�

��� .�+����*	� 
����		�����

����� %�

���$����� 
0��
��$ �� ���	����	���

0������	� �% 
�K����� ��!
������� !�� �
���������	�< 7�� ���� ��� �� 7� ��"����
 ��
��
����� � !������ �% ��"�� ��!
������� �� ��� 
���� ���� 
�K����� ��!
���������
0���!�! ���� ���
�
 �� ����!
	��� ��� ��
������� ��
�� �������!�	 2 ���7����
��"����!��� �� ��		�
 ��	 ���� �1 ���
�
	����

��� ���� �% ��
������� �� ����!���	� ��������
 ���� �����
� ������ �% !������
��
���������� !����� ��"�	"�� �����
� ��������< ������� ��� ��"���� 
������< ����
��
�������< �� 	����
 �� �����
� 
��������

;% ��!� �����!���� ��!
������� xD ��
 !�	�� ?�� ����D �� !���
 �������!�		�
���� ������� �����! �% ��!
������� xW ��
 !�	�� ?�� ���� W �� 
��
��� � ����

�����! ���� ?�� ���� F = D +W ��
 ��!
������� xF �����

xi,F =
Dxi,D +Wxi,W

F

���� ��� ��"�	"�
 �����
� �������� ��

∆S��� = −R
[
F
∑
i

xi,F ln γi,Fxi,F −D
∑
i

xi,D ln γi,Dxi,D −W
∑
i

xi,W ln γi,Wxi,W

]
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*�� ��!
	�����< ���2�
��	��� ��		 7� ���	����
 ���� �� ���� � ��!
	�3�
 %��! �� ���
A

∆S��� = −R
[
F
∑
i

xi,F lnxi,F −
(
D
∑
i

xi,D lnxi,D +W
∑
i

xi,W lnxi,W

)]

;% ���� �����! �% F ��
 xF �� ��
�����
 �� ��� ��!� �����!� D< xD< W < ��

xW ���� � 
������ ���� �

����� ���� �����
� ������ ��� �� 7� 
��%��!�
A

∆S��� = +R

[
F
∑
i

xi,F lnxi,F −
(
D
∑
i

xi,D lnxi,D +W
∑
i

xi,W lnxi,W

)]

����� ��� ��!
	��� ���	 
������ ��"�	"�� �����
� ��������< �����
��� �� �����

4��< ������� 
������ !��� 7� ��!�	�������	� ������ 
	��� ���� �����
� ��������
���� �� 	���� ��!
������� ��� 
������� 
�� �� ��
�������� ;� G�
��	G ���"����7	��
���� ��� ��� �����
� ������� ��� >��� �8��	 �� �7��	��� "�	��A ∆S��� = −∆S����
�����
� 
��
���
 �� ���� �����
 ��7
������ G
��"��G ��� �����
� �����!��� ��
�2
������ ��7
������� .�� !���!�! �����
� 
��
������ �� ∆S��� = −∆S���< ��
 ���
��� ��
������� ���� �� � ��"�� ��!
������� T ��

P��
 ��� =
−∆S���

T

.���!�
���!�� �9������ �% ��� ���	� 
������ �� ��� ����� �% ���� ��
�������
���� ���	���
 �� ��
������� �� ��� ��"����
 ����A

ηE =
P��
 ���
P�����
��
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���2	����� ������� 
��7	�!� �;4+ ��
 �;4+�< �� ��		 �� 
�)�# �	
���� ��	��� ���8
���

�	� �0;4+� ��
 
�)�# �	
���� 	�	8��	��� ������

�	� �0;�4+� �% 7���
���������� ��
 ������� 
����� "����7	�� ���� 
	��� �� ��� 
��7	�!� D
��!�=�����
����	% �� �	�� ��		�
 
�
��
�
���� ������

�	��

���� "�	�!�� ��
 ��!
	��� 	�7������ 
��	 ���� �
��!�=�����< 7�� ���� �� 
������
>��� ��� 7���� 
�����
	�� ��
 !���	� �4+ 
��7	�!��

 �� /���	 #���#� �+�� ������������
 
�#���

D�	� �������	 
����� ��� ����� �� ������������
 
�!���< �����%��� �		 ��� �	�7�	
!���!�=��� ��� �� ��		 	���	 !���!�=���� �;% ��� 
�!��� �� ����������
 ���� � �	�7�	
!���!�=�� %�		��� �� ��� 7��
�� �% ��� 
�!��� �� ��� �	���� � 	���	 !���!�=����

0��� %��8����	� ��� ��!�����	 ������ ���� ������� � ������ �% 
����� x(k), k =
0, 1, 2, . . . ���� 
��������� �7>����"�A f(x(k+1)) < f(x(k)) < f(x(k−1))� '��2
���		� �� �	�
��� ��
�
�
� x(0) �� ��"�� ��
< 7���
 �� ��!� ���	��� ����!������ k−1.
�� k− 1., k− 2., . . . �������� ���� ����� �7>����"���� fk−1, fk−2, . . . < � 
��������
r �� ��	��	���
 �� ���� �� ���� 
�������� ��� �7>����"� �f� �� ��
����
 �� 
��������
�������� ��� %��! ����!��� x(k−1)< ��
 !�������� 
��
��� �% 
�������� "����� r
���� �� ��7������ !�	��
	��� λ< � ��� ����!��� �� �7�����
A

x(k) = x(k−1) + λr �����

+������	�� !����
� 
�K�� �� ��� %��! �% %������� r = r(x(k−1), x(k−2), . . . ) ��

��� !�	��
	��� λ �� ����������
� λ �� �������� �� ��� ��!
	��� ����� ;% ��� �7>����"�
��� � 	���	 !���!�!< ��
 �% ���
����� fk < fk−1 �� �����"�
 ���� ���� � ������ ��
��
����
 �� �

����� � 	���	 !���!�=���

;� ���� ���
��� �� ��� ����� ���!
	�� ���� ��� 
����� "����7	�� ��	� 7������
����� �7>����"� ��� 7� "����	�=�
 ���� 	�"�	 	���� �� � 
	���� 1� �	�� ����!� ����
!���!�=����� �� � ����	� 
�!������ �� � ����	� 
�������� ��������� 	���� �� ��� � �����

�9��	���

���
2
	���

.��� �� ��� ��!
	��� ������ !����
� ����� %��! � 
���� x(k−1)< 3��� ������ %�� �
!���!�! �	��� x1 ��	�< ���� ��	"� 
��7	�!

min
x1

f(x1, x
(0)
2 , . . . x

(0)
N )

�� �7���� �

����!��� x(1)< ���� ��	"� 
��7	�!

min
x2

f(x
(1)
1 , x2, . . . x

(1)
N )



1� � 5���� 
�	�
� �.�� �	��	�
���	�# #�
��	 /)

����< ���� �%��� ��	"��� 
��7	�!

min
xN

f(x
(N−1)
1 , x

(N−1)
2 , . . . xN)

����� ����� ���� x1�

x1

x2

(x1, x2)
(0)

*����� ���A 5�	������� !����


*�� ���!
	�< 	�"�	 	���� �% � ���2"������ �7>����"� ��� ����� �� !��" �"�� .��
3��� , ���
� �% ��� ������ ������
 %��! ������	 ����!��� (x1, x2)

(0) �� "����	�=�
�
.�� ���
� ��� 
���		�	 ���� ��� ���� 7������ � ������ �	��� �� ���� �� !�
� �� ����
���
�

@	�����	 %�����	

;� ���� !����
 3��� � 
��%���7	� 
�������� �� 
����!���
 ��
 � ���2
�!������ ������
�� !�
� �	��� ���� 
�������� �� ���� ���
� .�� 
�������� �� 
����!���
 7� ���
���#��	
 �% ��� �7>����"��

gradf ≡ ∇f(�) ≡

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂f(�)

∂x1
���

∂f(�)

∂xN

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.�� ���
���� "����� �� 
������
 �� ��� ����
��� ��������< ����� ��� ������ �� !�
� ��
��� �

����� 
��������� .�� 3��� ����� ���
� ��� ����� �� !��" �"�� .�� ���
����
�� 
��
��
���	�� �� ��� �����	 	�"�	 	����



1� � 5���� 
�	�
� �.�� �	��	�
���	�# #�
��	 /�

x1

x2

(x1, x2)
(0)

*����� ���A *���� � ���
� �% !����
 �% ����
��� 
������

-�
%���	 ��	
�%�

;� 
�����
	� !��� �9����� ������ ��� 7� !�
� �% ��� ������ �� ��� 
��%����
 ��
���� �����	 
�������� 7�� ��	� � �!�		 ���
 �� !�
� ��
 ���� � ��� 
�������� ��

����!���
 �� ��� ��� 
����� .�� ���
 	����� ��� 7� �������
 ���� � 
�����"�
!�	��
	��� λ< ���� ��� 7� �������� �� ��� ��!
	��� ����A

x(k) = x(k−1) − λ gradf(x(k−1))

5���	�� �7�����
 ���� ��		 ��	����
 λ2� ��� ����� �� !���" �"�" �"��
;% λ �� "��� �!�		 ���� �	!��� � ���������� ���
���� ���"� �� %���
< �	��� �����

��� !���!�! �� �������
 %��< 7�� ���� 
�������� �� ������ �	�� 7������ �% ��� !���
���
� ��
 � ���
���� ��	��	����� �� ���� �% ���!� .��� �� ����� �� !��" �"��

;%< �� ��� ����� ���
< λ �� "��� �!�		 ���� ��� !����
 ������ �
�
� �� ���
���"����� �% ��� �7>����"�� ���� � ���� �� ����� �� !��" �"��

.�� ��!
������� ���� ��� ��!�� ��� 7� 
�������
 7� �������� λ �� ������� *��
���� ��! ��� �7>����"� �� �

����!���
 ���� ��!� ��!
	� %������� �����
 ��� �����	

����< ��
 ���� G�
��!�	G "�	�� �% λ ��� 7� ��
�����
 ���	�����		�� ��"���	 ����
!����
� ��� ������ .�� ��	D���
� ���#��	
 !����
� ����!� 8��
����� �

���2
�!�����< ��
 
����!��� λ �����
��� �� ��� 
�K������ 7������ � gradf(x(k−1))
��
 gradf(x(k−2))� ���� !����
� ��� �

	��
 �� <��#��
�� ������

�	� �� ��		�

@�����2 ��	
�% 
�% �	��

�	�� ��	
�%�

 �!
������� �% ��� ���
����< �� �"�� ��� �7>����"� ����	%< �� ��� ��
����"� �� ��!�
������ *�� ���!
	�< �% � %�		 ?������� �� �� 7� �
��!�=�
 ���� ��	��	����� �% �72
>����"� �� �8��"�	��� �� ��	"��� � ?���������� 
��7	�! �� ���� 
����< ��
 ��!����
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��	 /�

x1

x2

(x1, x2)
(0)

*����� ���A '��
���� !����
 ���� ��		 ��	����
 !�	��
	��� #�

x1

x2

(x1, x2)
(0)

*����� ��&A '��
���� !����
 ���� ��		 ��	����
 !�	��
	��� #�



1� � 5���� 
�	�
� �.�� �	��	�
���	�# #�
��	 /�

x1

x2

(x1, x2)
(0)

*����� ���A '��
���� !����
 ���� ��� �!�		 !�	��
	���

x1

x2

(x1, x2)
(0)

*����� ��(A '��
���� !����
 ���� ��� 	���� !�	��
	���



1� � 5���� 
�	�
� �.�� �	��	�
���	�# #�
��	 /&


�K����������� ����� �� 7� �

	��
 ���� ��"�	"�� � ���� ��!7�� �% ?������� ��	��2
	������ �� ���� 
�����

;� ���� ����� ��� ��!7�� �% �"�	������ 
����� ��� 
��%���7	� ��
� �� 
����7	�
!���!�!� - ���
 ������ 
�������� ��� 7� 
����!���
 %��! �"�� � �!�		 ��!7��
�% �"�	�������� .�� ��
���) 
�
��# %�� N "����7	�� 
����!���� � 
�������� 7���

�� N + 1 ���	��� �"�	������� ���� �
�� � ��!
	�� �� ��� N 2
�!������ �
����

��	��� ��� 
���� ���� 	������ �7>����"�< 	�� �� 7� ���� 
���� ��
���
 N + 1< %��
��!
	�����< ��
 
��>��� ���� 
���� ������� ��� ��� ��!
	�� %��� �

����� ���� 
�����
.��� %��� �� �
����
 7� ��� ����� N 
����� �% ��� ��!
	��� +��
�� 
�������� �%

��>������ ��� 7� �7�����
 ���� ��!� ��������� �% ��� 
������ *�� ���!
	�< �% ���
�7>����"� �� �	���� 
�����"� ���� � ���
 ������ 
���� ��� 7�A

x� =

∑N
k=1 x

(k)/f(x(k))∑N
k=1 1/f(x

(k))

+���� x(N+1) �� 
��>����
 ������� 
���� x�A

x(N+2) = x(N+1) + λ(x� − x(N+1))

���� � 
��>������ �� ����� �� !��" �")�

x1

x2

*����� ��,A ��!
	�� !����


������ �� �	�� 7� !�
� 7� ���
�!	� ���������� � %�� ��!7�� �% 
����� �����

��� �����	 
����< �"�	������ ���!< ��
 3����� �� �

����!��� %������� �� ���� ����
.���� �
�����
�� ������ 
�
��#� ��� 
��%����
 �% ����� ��� !��� "����7	�� �N ��
	����� ��
 �"�	������ �% >��� ��� 
���� �� "��� ��
����"��
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 �� �,��	��� �����������

�8��	��� ����������� ��� 7� ���	�=�
 �� 
������� ��� ��!7�� �% ��
�
��
��� "���2
�7	��� *�� ���� ��!< ��!� "����7	�� !��� 7� ��
�����
 �� %������� �% ������< �� ��!�
"���7�	� �����%��!����� !��� 7� ���
�

4��� %�� ���!
	�< ��� ������ 
�!��� �� ���	�
��� 
	��� �{(x, y), x ∈ R, y ∈
R}�< ��
 	�� � ���������� 7� h(x, y) = ax + b − y = 0< ����� a ��
 b ��� ���	
��!7���� .��� �� ��� �8������ �% � �������� 	���< ���� ��� �
��!�! �� �������
 �"�� �
�������� 	���� ;� ���� ���� ��7������� "����7	� y �� ���2"������ �7>����"� f(x, y) ����
��
������� y = ax + b �� �7���� � ����	� "������ �7>����"� f◦(x)� 0���!�=�� �%
���� �7>����"� ������
�� ���� !���!�=�� �% ��� �������	 �7>����"�< ��
 ��� ���
����"�
y �8��	� �� y = ax+ b�

4��< �� ������� ���!
	�< �����
�� ���������� h(x, h) = x2 + y2 − r2 = 0
������
< ����� r �� � 
�����"� ���	 ��!7��� .��� �� ��� �8������ �% � ����	�< ��
���� �% ��� ��� "����7	�� x �� y ��� 7� ��
�����
 �� � %������� �% ��� ������ W��
��� �

	�< �����
< ��� 
���!����� %��!� ��7������� ��
�������� x = r cos(t) ��

y = r sin(t) ���� f(x, y) �� �7���� f◦(t)< ��
 �
��!�=� �� �"�� �����"�	 H0, 2π)�

;� !��� �����< ����"��< ��� �8������� ��� �� ��!
	�����
 ���� ��� �7�"� �����2
%��!����� !����
� ������ 7� �

	��
� ;� ���� ����� ��� !����
 �% 5����	��
���
��� ��� 7� ���
� 4�� ��� �7>����"� 7� f(x, y, . . . )< ��
 	�� ����������� 7�
h1(x, y, . . . ) = 0< h2(x, y, . . . ) = 0< . . . ���� -����
��� �� ��� !����
 �%
5����	��< ��� 
��7	�!

min
{x,y,...}

f(x, y, . . . ) �����

h1(x, y, . . . ) = 0

h2(x, y, . . . ) = 0

���

�� �����%��!�
 �� ��� %��! �%

min
{x,y,...,λ1,λ2,... }

f(x, y, . . . )+λ1∗h1(x, y, . . . )+λ2∗h2(x, y, . . . )+. . . �����

;� ��� 7� ����� ���� 	���	 �
��!�=��� [x, y, . . . ] �% 
��7	�! ����� ��� �	�� 	���	
�
��!�=��� �% 
��7	�! ������

 �� 0��,��	��� �����������

7�	E� ����F	 G� ��%��F�	 ��F����

;% ��� �����	 
���� �� %����7	� ���� ��� 
�������� �% ������ ��� 7� 
����!���
 �������
���
��� �� ��� ���8��	��� ������������ 6����� ��� ���
 �� ��� ������ �	��� ����

��������< ����"��< ��� ��� �� ����� �% ��� ��� 
���� �� ��� %����7	�� �;���< ��� ����
�� ����� �% �		 ���
������ g(x) ≤ 0 ��� �����3�
� ;% ��� ���� ��� ������ ��� ��
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���	
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�� ������� ���
��� �� ��� ���8��	������ D�������� �� 	���� ��� �% ���! �� "��	���
�
1���� ������������� �� ����� "��	���
 �� ���� ��� �� 7� ��
	���
� �"�� �% ��"���	

xk−1

xk

xk∗

g1

g2

g3

g4

*����� ���A ;��8��	��� �����������

����������� ��� "��	���
< ����� �� ��� "��	���
 3��� �� ��� 	������ ������< �� � ���

�� !�
� %��! 
���� x(k−1) �����
 
���� x(k∗)� *�� ���!
	�< 7��� ���8��	����� g1
��
 g2 ��� "��	���
 �� !��" �"� 7� ��� ���
 �� 
���� x

(k∗)< 7�� ��� %����7	� 
�!���
�� 7��
���
 �� ���� 
�������� 7� g1< ��
 ���� ��		�
 ��� 
�	��� ����	�
��	� .��
��� �

����!����� �� ��	����
 �� ��� ������������ 
���� �% ��� ����"� ���������� ��

��� �������� 	��� ������� ���������� 
����� x(k−1) ��
 x(k∗)< ���� ��� ��� 
���� ��
x(k)�

.�� ������ �� ���� ��� �� �� �� �	��� ��� ����"� ���������� �� �% �� ���� ��
�8��	��� ����������< �� %�� �� ��� �����	 ������ 
�������� 
��� ��� ���� �����
 ���
����
� �% ��� %����7	� 
�!��� ��
 ���� ���������� ��!���� ����"��

6�������� �% ������ �� 
����!���
 �� ��� �������	 �%����7	�� 
�!���� ;% ���� 
�2
������� ����� ��� %��! ��� %����7	� 
�!��� %��! ��� 7��
�� ���� ��� 
����7�	���
�% ������ �� 
��>������ ��� 
�������� �� ��� 7��
��< �����
��� �� !��" �"*� .��

�������� �7�����
 ���� ��� �� ��		�
 ��#���# #����
��	� +���� x(k+1,∗) �� �����
�
��� %����7	� 
�!���� +��>������ �% ���� ���
 �� ��� ����"� 7��
�� �������� ��� ���

���� x(k+1)�
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xk−1 xk

xk∗
xk+1

xk+1,∗

g1

g2

g3

g4

*����� ��/A ;��8��	��� ����������� ��
 ��
���
 
��������

���
�	� 1���	���

-������ ��� �% 
��	��� ���� ���8��	��� ����������� �� �����
������� � ��	��
' ��	�8

��	 �� ��� �7>����"�� ;�����
 �% ��	"��� 
�����	� ��� 
��7	�!

min
{x}

f(x)

g1(x) ≤ 0

g2(x) ≤ 0

���

������� ���
min
{x}

f(x) + P1(g1) + P2(g2) + . . .

�� ��	"�
 ����� %�������� Pi ��� =��� "�	��
 �% ����� ����!���� ��� ������"�< ��

����
	� �������� �� ��� 
�����"� 
�!���� ;���< �% ��� ���
������ ��� �����3�
 ���� ���
�������	 
��7	�! �� ��	"�
< 7�� ��� !��� ���� ��� "��	���
 ��� 	����� �����!��� ��
�

	��
 �� ��� �7>����"�� ;% 
���	�� %�������� Pi 	���� �����
� ������ ���� ����
���
� ��� ������ �����
 ��� %����7	� 
�!����
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 �� )���#�� 
�����##���

 ����
�� ��� 
��7	�!A

min
{d1,d2,...,dM}

U =
M∑
k=1

uk(dk, sk, sk−1)

sk = fk(sk−1, dk) (k = 1, 2, . . . ,M)

[0 = hk(sk−1, dk) (k = 1, 2, . . . ,M)]

[0 ≥ gk(sk−1, dk) (k = 1, 2, . . . ,M)]

���� � 
��7	�! ������ �% � ������ �% ��������"� 
�������� ��������
 ���� �����2�K���
��	������ ��� �� 7� �
��!�=�
< �� �� ����� �� !��" �"�/� *�� ���!
	�< �
��!�	

d1 d2 dk dM−1 dM

s0 s1 s2 sk−1 sk sM−2 sM�� sM

u1 u2 uk uM−1 uM

1 2 k M#� M" " "" " "

*����� ���)A 6���!�� 
�����!!���

��"���!��� �� ������ �% ��!!��
� �� 
������� ��!� !�!���� �� �������
 %��� ;�
���� ���� ��� �����	 ����� �% ��� �����! �� 
�����7�
 ���� ����� sk−1< ��
 ���
��!!��
� ��� 
�����7�
 ���� ����� dk �% 
������� "����7	��� .�� ����� sk 7�%���
��� ���� 
������� �� ��	��	���
 7� %������� fk(sk−1, dk)� �K��� �% ��� 
��������
�� ��� �7>����"� !�!7�� �� 
�����7�
 7� %������� uk(dk, sk, sk−1)� .�� �8����
7�������
 ���!� hk(sk−1, dk) ��
 gk(sk−1, dk) ��� 	����
 >��� �� �		������� ����
���� ��7
��7	�! ��� ��� ��� �����! �% �8��	��� ��
 ���8��	��� ������������ .����
��� ��� ��������	 
��� �% ��� �����
�� �% 
���!�� 
�����!!����

- ���!���	 ����������� ���!
	� �� � ������ �% ��������� ������ ��� ����!�
�2
��!�� 
��
������ �% ��� �����!�< ��
 
������� "����7	�� ��� ������� 
���!����� 	���
��!
�������< 
�������< "�	�!� ��� ����
���� ��!��� .�7�	�� �������� ��� �	�� 7�
!�
�		�
 �� � ������ �% !���
 ��������� -������ ���!
	� �� ��
����
 ����������
����� 
������ "����7	�� ��� ��� �

	��
 ��������� ?�� ������

4�� ��� ��!7�� �% 
������ "����7	�� �� ���� ����� �� N < ���� ��� ����	 ��!7��
�% 
������� "����7	�� �� V = M ∗ N � .��� ��� 7� � 	���� ��!7���  �!
�������
���� ��� ��!�� �� ����	� 
��
�������	 �� �� ��
������� abV ����� a ��
 b ���
��������@ ���� �� ��� ���� �� ��!� ��������� ��
�������		� ���� ��� ��!7�� �%

������� "����7	��� 6���!�� 
�����!!��� ��� 
������� ���� ���� �% M > 2�

6�������=� %����7	� 
�!��� �% 
����7	� ������ sM−1 7�%��� ��� 	��� 
������� ����
� !��� �� ���
< ��
 �����
�� 
������� 
����� �� 
����7	� ������A sM−1,j �j =
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1, 2, . . . , L�� *�� ���� �% ����� 
�����< ��	"� ��� ���
����"� 
��7	�!

min
{dM}

uM(dM , sM , sM−1)

sM = fM(sM−1, dM)

0 = hM(sM−1, dM)

0 ≥ gM(sM−1, dM)

5���	�� �% ����� !���!�=������ ��� ��-��
�
�� #������	� d∗
M,j �j = 1, 2, . . . , L�

��
 ���
����"� �7>����"� "�	��� U∗
M,j ≡ u∗

M,j �j = 1, 2, . . . , L�< 7�	������ �� ���
������ sM−1,j �j = 1, 2, . . . , L�� .���� "�	��� ��� �����
 �� ��7	�� �� �� ���
�� ��
%�������� �% ������ sM−1A d

∗
M = DM(sM−1)< ��
 U∗

M = WM(sM−1)�
��� 
�������=� %����7	� 
�!��� �% 
����7	� ������ sM−2 7�%��� ��� ��� 7�%���

��� 	��� 
������� ���� � !��� �� ���
< ��
 �����
�� 
������� 
����� �� 
����7	� ������A
sM−2,j �j = 1, 2, . . . , L�� *�� ���� �% ����� 
�����< ��	"� ��� ���
����"� 
��7	�!

min
{dM−1}

uM−1(dM−1, sM−1, sM−2) + WM(sM−1)

sM−1 = fM−1(sM−2, dM−1)

0 = hM−1(sM−2, dM−1)

0 ≥ gM−1(sM−2, dM−1)

5���	�� �% ����� !���!�=������ ��� ��-��
�
�� #������	� d∗
M−1,j �j = 1, 2, . . . , L�

��
 ���
����"� �7>����"� "�	��� U∗
M−1,j ≡ (uM−1,j +UM,j)

∗ �j = 1, 2, . . . , L�<
7�	������ �� ��� ������ sM−2,j �j = 1, 2, . . . , L�� .���� "�	��� ��� �����
 ��
��7	�� �� �� ���
�� �� %�������� �% ������ sM−2A d∗

M−1 = DM−1(sM−2)< ��

U∗

M−1 = WM−1(sM−2)�
'� �� ���� ��� %��! ��� 	��� ����� �
 �� ��� 3��� ���� ;� ��� ����� k< 
�������=�

��� 
�!��� �% ������ sk−1< ��� 
������� 
����� sk−1,j �j = 1, 2, . . . , L�< ��
 ��	"�
��� ���
����"� 
��7	�!�

min
{dk}

uk(dk, sk, sk−1) + Wk+1(sk)

sk = fk(sk−1, dk)

0 = hk(sk−1, dk)

0 ≥ gk(sk−1, dk)

5���	�� �% ����� !���!�=������ ��� ��-��
�
�� #������	� d∗
k,j �j = 1, 2, . . . , L� ��


���
����"� �7>����"� "�	��� U∗
k,j ≡ (uk,j +Uk+1,j)

∗ �j = 1, 2, . . . , L�< 7�	������
�� ��� ������ sk−1,j �j = 1, 2, . . . , L�� .���� "�	��� ��� �����
 �� ��7	�� �� ��
���
�� �� %�������� �% ������ sk−1A d

∗
k = Dk(sk−1)< ��
 U∗

k = Wk(sk−1)�
����� s0 7�%��� ��� 3��� ����� �k = 1� �� ����		� �����< �
���3�
< ��
 ��	� ���

��7�
��!�=����� ���� �� �� 7� ��	"�
� D��� ���� �� 
���< ��� �
��!�! �� �	���
�
�7�����
A ��� �
��!�! �% ���� ��7
��7	�!� '� 7��� ������� ��� ������< ���� ��
��8����� �% ������ �< �< � � � <M < ��
 ��� ��� �����
 %��������Dk ��
Wk< �� ��		 ��



1�1� ���-�� ��
�
� �))

��� �
���3�
 %�������� fk �� 3�
 �		 ��� �
��!�	 �!���!�=��� 
�������� d
∗
k ��������

���� ���������� ������ s∗k�
 �!
������� ���� �% ��� 
������	 ��7�
��!�=����� 
��7	�!� �� abN � -
���

%��! ����� �< L ���� ��!
������� �� 
��%��!�
 �� ���� �����@ ��� ����	 ��!
�������
���� �� �

����!���	� a [1 + (M − 1)L] bN � ;���< ������� ��� ��!
������� ����
�% ��� �������	 
��7	�! ���	
 7� 
��
�������	 �� bM∗N < ��!
������� ���� �%

���!�� 
�����!!��� �� ��	� 
��
�������	 �� bN � .�� ���������� �K��� �% %�����
1 + (M − 1)L ��� 7� ���	����
 7���
� ��� 
��������� ��
������

 � !	�*�	 �
��#�

�����2�	�" (�
��
 
�% (���%"

��!� ��� Ω �% � ���������� �
��� �� ��		�
 ��	.�) ��
 �% �		 ��� 
����� �% ��� ��������
	��� ������� ���������� ��� ��� ��� 
����� x1 ��
 x2 �x1 ∈ Ω, x1 ∈ Ω� �� �	�� ��
���� ���A αx1 + (1−α)x2 ∈ Ω< (0 ≤ α ≤ 1)� *�� ���!
	�< � ������	��� 
��� ��

�� �		�
� ��� ���"�� ����� -�� �������� 	��� �� �	�� � ���"�� ���� - 
�	���� ���� ��
�������	 ���	� ������� ���� ��) 
����� �� ��� ���"���

.�� ������� 	��� ������� ���������� ��� 
����� �� ��		�
 ����� ��	.�) ��	��� ��
8
-�	�
��	�

��!�	��	�< � %������� f(x) �� ��		�
 ��	.�) ��	�
��	 �% �� �		 ��� 
����� �% ���
�������� 	��� ������� ���������� ��� ��� ��� 
����� x1 ��
 x2 �� ��� 
�!��� Ω
�x1 ∈ Ω, x1 ∈ Ω� ��� %������� �� 
�3��
 ��
 ��� "�	�� �� ��� ������ ���� ���
���
����"� 
���� �% ��� �������� 	��� 3���
 �� ����� ��� 
����� �x1< f(x1)� ��
 �x2<
f(x2)�� 0��� 
������	�< 	�� f1 = f(x1)< f2 = f(x2) ��
 x = αx1 +(1−α)x2<
����� 0 ≤ α ≤ 1 < ���� ��� %������� �� ���"�� �% f(x) ≤ αf1 + (1 − α)f2 ��
�����3�
�

�����	X�S

��< ��� f(x) %Y��"S��� *�	.�) �E��.F	'	�* ��"�=Y��< �� T��=�2
%Y��Z S���	!�=S�� ����!Q��Q��� 7Q�!�	� �S� x1 S� x2 
���>Q� T��=��T�Z �������
�=����= 
���>��7�� � %Y��"S�� S��S�� �����77< !��� �= �x1< f(x1)� S� �= �x2<
f(x2)� 
������� T��=��T�Z ������� �=����= f 2����
��Q�Q>�� +������77�� 	�����
f1 = f(x1)< f2 = f(x2)< S� 	����� x = αx1 + (1 − α)x2< ���	 0 ≤ α ≤ 1 �
����� ��	>��Y	��� ��		< ���� f(x) ≤ αf1 + (1 − α)f2�

.�� �

����� �� ��� �����"� %��������
*�� ���!
	�< ��
�������	 %������� �� ���"��< ������� 	�������!�� %������� ��

�����"�� �������
 %������� �� ������� ���"�� �� �����"�< 7�� �� �����"� 7������ )
��
 π< ��
 �� ���"�� 7������ π ��
 2π�
H��
� ��������� �1 
 �����2 1���	��� ���� 
 �����2 %��
�� �� 
��� 


���&
� ���������"
��
����� ��� %����7	� 
�!��� Ω �% ��� �7>����"� f(x) ���� ���"�� ��7
�!����

Ω = ∪iωi ���������� �	��� ����� 7��
��� ��	�< ��
 �

����!��� ��� �7>����"� ���

-���� ���� �

��
����� �����2 %�������� φi(x) �"�� ��� ��7
�!����� 0���!� �%
����� ���"�� %�������� ��� 7� ����	� 
����!���
< ��
 ���� ��� ����	� ��� �������
���� !���!� �% ��� �������	 %������� f(x) �"�� ��� ��!� ��7
�!��� ωi� �"�	����



1�9� 2	
���� .����-��� �)�

fi ≡ f(x) �� �� ��7������ 
���� x �% ��7
�!��� ωi< ��
 ��!
��� �� �� !���!�!
φ∗

j �% %������� φj(x) �"�� ������� ��7
�!��� ωj � ;% fi < φ∗
j ���� ��� �7>��2

��"� %������� �� ��� 
���� �% ��7
�!��� ωj �� ����	� �� ������� ���� fi< �����%���
��7
�!��� ωj 
��� ��� ������� � �	�7�	 !���!�!< ��
 ��� 7� ���	�
�
 %��! ���
�������

.�� (�
��
 
�% (���% !����
 �� 7���
 �� ��� �7�"� �
��� .�� 
�!���
�� ��7
�"�
�
 �� ��� �� !��� ��7
�!����< ��
 ��� �7>����"� %������� �� �

����2
!���
 ���� ��!� ���"�� %������� %��! 7�	��< ��
 ��7
�!���� ��� ��	��
�
 ����
��!
�������� .�� ��!������ ��7
�!���
� ��� %������ ��7
�"�
�
 �� �!�		�� ��72

�!����< ��
 ��� 
����
��� �� ��
����
 ����	 ��� ��7
�!������ ���������� �	�7�	
!���!�=����� �� ����� �!�		 ������ �� �����
�� �� ����!� �
������	 �� ��� �������
������	 
��������

- ��
�	� �

	��
 "������ �% (�
��
 
�% (���% �����
��� 
�!���� ��
 ��7
�2
!���� ���������� ��%����7	� ��	������ �� ��		� 0���!�=�� �% ��� ���"�� 	���� 7���

%�������� ��"� �� 7� ������
 �% ���� ��� %����7	� �� ���< 7������ ���	����� �% � ��72

�!��� !�� 7� 7���
 �� %����7	� 	���	 !���!� ��	�� ����"��< ���� !����
 �� ������
�������%�	 7������ 	���	 !���!�=����� ��� 7� 
��� �"�� ��		 7���"��� 
�!�����

 �$ 0������ +����*	��

;� ��!� ����� ��� ������� "����7	�� ��� 7� �!7�

�
 ���� � ��������� 
�!����
.��� ��< ��� ���	� ��!7��� ��� �����
���
 �� ���	 ����< ��
 �
��!�=����� �� !�
�
�"�� � ���	 
�!���< ��
 3��	� � ���	� ��!7�� ���� ��� ���������� !���!�=�� ��
��	����
� .��� !����
 ��< ����"��< ��7>��� �� 	���� ������� *�� ���!
	�< ����������
!���!�=�� �� 7������ � ��
 & ����� ���(�< 7�� ��� ������� �
��!�=�� �� �� �7������
�% ��� �����	 ���
� �% ��� �7>����"� %��������< ��
 ��� !���!�! �	�� ��� 7� 	����	�

�K������

.�� ���2���������� 
������� "����7	� �� ��� �	���� � ��!���� 8�������� *��
���!
	�< ��	��< �� ������������ !������	 ��� �� 7� ��	����
< �� 
�"��� ��
�� �"��
�� ����� ����� ��� ��� ��!7�� ��� 
����7	� ��	�������A �< �< �< ����< 7�� ����� ��
��
�� ��7������< ��� ����� ��!7����� ��� 7� �������

;� ���� �% ��"���	 �	#���	#�	
 ���2���������� "����7	��< ��� ��!7�� �% %����7	�
��	������� �� ��� 
��
��� �% ����� �% ��� ��
�"�
��	 "����7	��� *�� ���!
	� �% ���

����7	� "�	��� �% "����7	� x1 �� �< ��
 ���� �% x2 �� �< ���� ��� ��!7�� �% 
����7	�
���
	�� �x1< x2� �� 8 × 5 = 40� .�� ��!7�� �% ��!7�������� ���� ��"���	 ���2
���������� "����7	�� ��� 7� "��� 	�����

������	 ��� �% ��	"��� ���� 
��7	�!� �� �"�	������ ��� ��!7�������� ��� 7�
���< ��
 ���� ��!
����� ���!� .��� �� ��		�
 ������
	���� ����� ���� �� �
��!7��������	 ����< �� �� �	�� ��		�
 ���&��
	���
� �2��������

;% ����� ��� ���������� "����7	�� 7���
� ��� ���2���������� ���� ���� � ������2
���� �
��!�=����� ��� �� 7� 
��%��!�
 %�� �"�	������ ���� ��!7��������

;� ��!� �%��8����� ����� ��� ��!7�� �% ��!7�������� �� �� 	���� ���� !���	�
��		������ ��
 	������ ���! �� �!
����7	� �� 
�������� ;� ��!� ����� ����� 	������ ��
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����� �� ��� !�
��� ��!
������ .��� �� ��� ����� !����
� ��"� 7��� 
�"�	�
�

�� �"��
 ���!��������

?������	 ������
	���

 ����
�� � 
��7	�! �� ����� ��� ��!7�� �% 
����7	� ��!7�������� �� �)) )))< ��

�
��!�=��� ��� �% ���! �����
��� �� ��� ���������� "����7	�� ����� �

����!���	�
�) !������ �� �"������ ���!������� ���	
 ���� 	��� %�� � ��� ������ ��

���<
����"��< ���� ��� ��"� %���
 � %��� �

����!����� ���� ��	��7	� �� �	���� 	���� ����
��� ���	 !���!�! �% ��� �����	 ��!7�������� .��� �

����!����� ��� 7� ��!
���

������ )�� �����
� W�� ��!
��� ���� �

����!����� �� ���� �% ��� ��!7�������� ��
��� �����

���� ��� ��!7�������� �����
��� ��� ��!
���
 �

����!����� �� 
���������
��
��< ��
 ���� ����� ���		� �
��!�=��� ���! �� ���� ��
��< ������ �) !������ ��
���� �% ���!� ;% ��� �

����!����� �� ��� ��� 7�
 ���� ��� ��		 ���< �� � ����	�< �
��7	� ��!�	�� �� ���� ����� �� .
&�� �"�� .�� ���	 �
��!� ��� �"�������� �������
���� ����� �7�����
 ���� �

����!������

W�� !�� ���
 �� ���� 
������	�� ���� �%��� !���!�=��� ��� �2�� "������< 7������
!���!� �% ��� ����� "������ �� ��	��7	� ������� ���� ��� �!�		��� ��� �% ��������
%���
 !���!�� D
��!�! �� �����(< ���� 7�	���� �� "������ &� .��� ��� �	�7�	
!���!�! �� %���
 �� 1.5 + 5 × 0.5 = 3 ���� ��!�� D"����	!��� !�>����� �%
��� "������� ��� ��� �
��!�=�
 �����	�< 7�� �

����!���
 ��	�� 1� ��� ���� ���
�	�
���
�# �
�����
��'�

O������� �% �!
	����� ���!������� ��� �

	��
 ��
�	� %�� ��	"��� ������� ��

!���
 ������� 
�����!!��� 
��7	�!�< ����		� �������� ���� C����� ��
 C���
�
.��� ��< ��� � ����	� 	����� ������� �� �

	��
 7�� 7�������� ��������� �� 7��	
 �
�

���� �� ���� ��� ��	����� �% �� �������!��� 
��7	�! ���� ���� !����
� ��
��
����� ��� 
��� 
��� �@��
�.� 
�
��#� ��� ���.�	� 
��� *�	# �� ���-��
� ��� �)�
���

�� ��8�����# ��	�����	 
�
��#� ���� �� ����' 6��	�� �	# 6��	# ��
� �
�����
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�	�
���
��	 �	 ��#�� 
� #�
�	�
��
� �
� ���	������� ;����
������� �% ��%����7	�
��	������ �� ��� 
�!��� �� �	�� 
�!��������
 �� ���� ���!
	��

.�� ���� �� ��	����� !�����!�� ���
	�� 7������ %��� ��!�� [W1< W2< W3<
W4\ ��
 %��� !�� [M1< M2< M3< M4\� 1� ��"� %��� 
������� "����7	��A M1<
M2< M3<��
 M4< ��
 ���� �% ���! ��� ���� �� "�	�� ��� ��!� �% � ��!��< ����
��� �% W1< W2< W3< ��
 W4�

;% ��� !�� ���	
 ��	��� � ��!�� ��
�
��
���	� �% ��� ��	������ �% ��� ������ ����
����� ���	
 7� 44 = 256 
����7	� ��	�������� 0��� �% ����� ��	������� ���< ����"��<
������7	� 7������ �% ��� �
���3�
 !�����!�� .���� ��� ��	� 4 × 3× 2× 1 = 24
%����7	� ��	��������

.�� ���� �� ��	������ !�������� ���� !���!�! ����	 ��!7�� �% 8�����	� �� �)
������ .�� ��
����
 ��!7�� �% 8�����	� �� �) ����� ���
	� 7� ���
	� �� ��		����

�� ��� ���� !����� C ����� �� ��� �

�� 
��� �% !��" �"���

-�� %��� ��	������� ���� "�	�� �% ����� HM1< M2< M3< M4I� ������� %��� 
�%2
%����� ������� �% ��� ���� !����� C< ��
 ��� �7>����"� �� 7� !���!�=�
 �� ��� ��!
�% ����� %��� "�	����

 ���� ��� �

����!���
 %��! 7�	�� �� ���� ��!� ����������� ��� ���	����
� .��
	��� ����������� �

	��
< ��� �!�		�� ��� �7>����"� ��� 7��

-		 ��� ����������� ��� �!����
 %�� �����A ���� !�� ��� ������ ��� ��!��<
�����
����"�	� �� ��� ��	������ �% ������� .�� !���!�=�� �� ���� ���� �� �7�����
 7�
��	������ � ��!�� �� ���� !�� ��

�
��
���	�� .��� �� ����� �� 0����� � �� !��"
�"��� .�� ����!���
 ���� �� &�< ��
 ���� �� ��� �!�		��� 
����7	� "�	��< ��� ���
����� ��	������ ��� 7� �!�		���

;% ���� ��	������ ���� %����7	� �*� ���� ��� 
��7	�! ���	
 7� ��	"�
 7��< ��2
%��������	�< ���� ��	������ �� ��%����7	� �;� 7������ ��!�� W4 �� ��	����
 7� ���
!��� .��� ��	������ �� ��%����7	�< 7�� %����7	� ��	������ !���� 7� %���
 �% ��!�
���������� ��� ����� ���� �������� ������
� ��� ��	������ �����
��� �� ��� 
����7	�
��	������� �% !�� M1< ��
 ���� ���� ������� ��� ��	������ 7� ��� ����� !�� ���	�
���
 ���	������ 7������ ��	������� �% ��� ����� ����� !���

+����7	� ��	������� �% M1 ��� ����� �� ��� �����
 ��� �% ��� 3����A !�������
�< �< &< ��
 �� .�� ����������� ����� ���� ������� ��� ��
�����
 ���� ���������

;% M1 = W1< ���� �% M1 ������� W1< ���� ��� ��
�
��
��� �
��!�	 ��	�������
�% ��� ����� ����� !�� %��! ��� ��!������ ��!�� ��< 7� ������< � %����7	� ��	�����
�� ��
�����
 ���� � 	����� * ��
�� !����� �� .��� �� ��� 3��� %���
 %����7	� ��	�����<
���� �7>����"� ���� $���	 7����� %����7	� ��	����� �� ��� %���
< ���� �� �����
���
 ��
��	#�#�
� ��	������

;% M1 = W2< ���� �% M1 ������� W2< ���� ��� ��
�
��
��� �
��!�	 ��	�������
�% ��� ����� ����� !�� %��! ��� ��!������ ��!�� ��< 7� ������< ����� � %����7	�
��	����� �� ��
�����
 ���� � 	����� * ��
�� !����� �� ����� ���� ��	����� �� 7��2
��� ��)&� ���� ��� �������� 7��� %����7	� ��	�����< ���� �� ��� ���
�
��� %��! ����
!�!����

;% M1 = W3< ���� �% M1 ������� W3< ���� ��� ��
�
��
��� �
��!�	 ��	�������
�% ��� ����� ����� !�� %��! ��� ��!������ ��!�� ��� ��%����7	�< �� ��
�����
 ����
� 	����� ; ��
�� !����� �� ;�� �7>����"�< ���< �� ������� ���� ���� �% ��� ���
�
����
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94 1 54 68

74 10 88 82

62 88 8 76

11 74 81 21

9:

94 1 54 68

74 10 88 82

62 88 8 76

11 74 81 21

10:

94 1 54 68

74 10 88 82

62 88 8 76

11 74 81 21

6:

94 1 54 68

74 10 88 82

62 88 8 76

11 74 81 21

7:

94 1 54 68

74 10 88 82

62 88 8 76

11 74 81 21

8:

94 1 54 68

74 10 88 82

62 88 8 76

11 74 81 21

2:

94 1 54 68

74 10 88 82

62 88 8 76

11 74 81 21

3:

94 1 54 68

74 10 88 82

62 88 8 76

11 74 81 21

4:

94 1 54 68

74 10 88 82

62 88 8 76

11 74 81 21

5:

94 1 54 68

74 10 88 82

62 88 8 76

11 74 81 21

1:

M1M2M3M4

W1

W2

W3

W4

Z4,1,2
2 = 178< * Z4,1,3

2 = 102< *

Z4,1
2 = 96< ; Z4,2

2 = 97< ; Z4,3
2 = 221< ;

Z1
1 = 133< * Z2

1 = 104< * Z3
1 = 138< ; Z4

1 = 88< ;

Z0 = 41< ;

;� ;;�

;;;�

*����� ����A ��	"��� ������!��� 
��7	�! ���� 6��	# �	# 6��	#
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.���� �� �� ������ ���� ��!� �����< %����7	�< ��	������ 7� ��� ��!������ ����� !��
���	
 7� �!�		�� ������ ���� �7>����"� �� � 	���� 7���
 �� ���!� ���� ���� �% ���
���
�
���� .����%��� ���� 7����� �% ��� ���� ��� 7� �	���
 ����	�
�
��

;% M1 = W4< ���� �% M1 ������� W4< ���� ��� ��
�
��
��� �
��!�	 ��	�������
�% ��� ����� ����� !�� %��! ��� ��!������ ��!�� ��� ����� ��%����7	�< �� ��
�����

���� � 	����� ; ��
�� !����� &� ;�� �7>����"�< ��< �� �
����� ���� ���� �% ��� ���
�
���
��)&�� ����� �� ������ ���� �� 3�
 � %����7	� ��	����� ���� �7>����"� 7�	�� �)& 7�
��
���
��� ���� 7����� ������
��� �� ��� ��	������ �% M2� .��� �� ����� �� ���
����
 ��� �% ��� 3�����

-%��� ��	������ M1 = W4< M2 ��� ������ %��! ��� ��!������ ����� ��!��
��	�� .���� ��	������� ��� 3��
 �� !������� (< ,< ��
 �� .�� ����������� ����� ����
������� ��� ����� ��
�����
 ���� ��������� .�� ��!������ ��� !�� ��� ��	��� %��!
��� ��!������ ��� ��!�� ��	��

-� ��	������� �% !��� ��
 !��� !�� ��� ����� ���� �������< ��
 ��� 
��7	�!
���� �� 7������
 �����
���	�< !��� ��
 !��� �����������< ��
 3��		� �		 �% ���! ���
����� ���� ��������

D
��!�	 ��	����� �% ��� 
��7	�! �� ����� �� !����� ,@ ���� �� ��� ����
 ���
�
����
-	�������� �) ��	������ ��"� 7��� �"�	����
 ������
 �% �		 ��� %����7	� �& ��	������<
������ ��� �) �"�	����
 ��	������ ��� ��� ��	���
 %��! ��� ��� �% %����7	� ��	������
7�� %��! �		 ��� ��( ��	������ ���	�
��� ��%����7	� ����< ����

#�	

�����	���

.���� ��� ��"���	 !������������ !����
� �� 3�
 �� �� 	���� �

����� �	�7�	 �
��!�
�% ���2���������� 
��7	�!�� .�� 7��� ����� !������������� ��� ��
���
�# �		���8
�	�< ��	�
�� ������
�
�< 4	
 ����	' ��
�
�:�
��	< ��
 ��-� ������� .�� �% ���!
��� 
�������
 �����	��

@����
	�% 7���
����" 4		����	� �� �� �
������� �� !���	 �������� 0���	 ��
3��� �����
 �
 ��
 ���� �	��	� 	�� �� ���	�
 
��� ���� ������		�
 ��!
�������

�������� ;% ��� !���	 �� ���	�
 
��� ��

��	� ���� ����� �� �� ��!� %�� �����"���
����!�
���!�� �8��	�7���!< ��
 !����������		��� ��������� ���� ���� ������ 	�"2
�	� �������< �������� �� %��!�
 �� ��� !������	� .�� ������		�
< �	�� ���	�� !����
�

�������� ��� �8��	�7���! 
����7	�< ��
 ��� ��� ��� ��
 �% ����� ������� �������
�
 �� �

	��
 �� ��� ��� �% ��� 	���	 !���!�=�� �% ������ ��
 ���� 3�
 � �	�7�	
!���!�=���

-����
��� �� ��� ������ �% ����������	 ����!7	��< 
��7�7�	��� P (s) �% � !�2

�������� s �� 
��
�������	 �� ��
������� exp(−E(s)
kT

) ����� E �� ������ �% ���
!���������< T �� ����!�
���!�� ��!
�������< ��
 k �� � ���"����	 ��������� .��
������ T ��< ��� ������ ������ !���������� ��"� ��� ������� 
��7�7�	����

5�	� �% ������ E �� ����� �
 7� �7>����"� f(d) �� ��� ���� �% ��
���
�# 4		���8
�	�< ��
 "�	��� �% 
������� "����7	�� d ���� ��� ��	� �% ������� -� ��!� ��7������	��
����� T < �����	 "�	��� �% d ��� ���
�!	� ������
 ��
 ���� ��� ������ �� ����
��


���� 
��7�7�	��� P (d) ∼ exp(−f(d)
kT

)< ��
 ��>����
 ���� 
��7�7�	��� (1−P (d))�
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;� ���� ��� ��� ��� �7>����"� !���	� 
�������� 7�� �� ��� �	�� �������� ���� ��!�

��7�7�	���� .��� 
������ �� ��
����
 !��� ��!�� �� 	�� ��� ������ 
�������< 7��
���� T �� 
�������
 �����
��� �� � 
������7�
 
�����!� .�� �!�		�� T ��< ���
�!�		�� �� ��� 
��7�7�	��� �% ���������� ��� �7>����"� "�	��< 7�� ��� �!�		 
��7�7�	2
��� %�� �7>����"� �������� ��"�� � ������ �� >�!
 ��� %��! � 	���	 !���!�! ��
 ��
�����
 � �	�7�	 �8��	7���! ������

-���	�� 
�����	
��" ����� !����
� �!����� ������	 ��	������ �% 7��	�����	 �"�2
	������ 6������� "����7	�� ��� �����
���
 �� ����! �% �� ��
�"�
��	 �� � ������
��	�
.�� !����
� 
��	 ���� ��� 
�
�	����� �� ����� ��� ��
�"�
��	� ��� ��!
����� ����
������ D7>����"� %������� �� �"�	����
 ��
 �����
���
 �� >

	��� �% ��� ��
�"�
��	��
-%��� �"�	������ 3������ �% ��
�"�
��	�< ��� �	������!� ��	��	��� � ���� ��	���8

��	� �!
������ �% ��� ��
�"�
��	� ���� ������ 3������ ��� ��������
 �� ��� ����
���������� ���� ������� 
��7�7�	����

- ����� ������ �% ��� �	������! ��A

�� -� ������	 
�
�	����� �� ���
�!	� ��������
�

��  �	��	��� 3������ "�	����  �	��	��� ����� !���!�!< !���!�< �"�����< ��

����
� ����� ����������	 %��������

�� '������� � ��� 
�
�	����� ����� ������������ ���� �� 
�� ����	
��� �
���
#�
����# -�����

&� ;% �� ������ �� %���
 �� ��� ����������	 %������� �� �% � ��!7�� �% ���
� �� �"��
���� ���
�

�� 5�
��� %��! ���
 ��

'��������� ��� ��� 
�
�	����� �� ��� ��� ���
� .�� ����	 ��	��	����� �% �����2
������ ��
 ������ �% ����!� ��� ��� %�		�����A

• �����%��	���" - %�� ��!7�� ����� �� �% ��� 7��� ��
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